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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç êî-
íå÷íîãî ÷èñëà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê è êîíå÷íîãî ÷èñëà òâ¼ðäûõ òåë. Êàæ-
äûé ïðåäñòàâèòåëü ñèñòåìû � òî÷êà èëè òåëî � ñîâåðøàåò äâèæåíèå è èñïû-
òûâàåò âîçäåéñòâèå èçâíå. Ñîîòâåòñòâåííî, ìåõàíèêà ñîñòîèò èç òð¼õ ðàçäåëîâ.
Ïåðâûé � êèíåìàòèêà � èçó÷àåò äâèæåíèå âíå çàâèñèìîñòè îò ïðè÷èí åãî
âîçíèêíîâåíèÿ. Âòîðîé � ñòàòèêà � èçó÷àåò âçàèìîäåéñòâèå ñ âíåøíåé ñðå-
äîé è õàðàêòåðèñòèêè ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â íàñòîÿùåì êóðñå ðàçäåë ñòàòèêè
ñïåöèàëüíî íå âûäåëåí è âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ íèì, ïîäðîáíî íå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ. Íàêîíåö, òðåòèé ðàçäåë � äèíàìèêà � èçó÷àåò ñâÿçü äâèæåíèÿ è
âîçäåéñòâèÿ èçâíå.

Ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà äâèæåòñÿ â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå �
ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñòü âîçìîæíîñòü ðàçëè÷àòü è èìåíî-
âàòü òî÷êè ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ñòðîèòñÿ àêñèîìàòè÷åñêè. Íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ
� àêñèîìû, ïîñòóëàòû, çàêîíû, íà÷àëà � ïðèíèìàþòñÿ çà èñòèíó. Îíè áóäóò
ôîðìóëèðîâàòüñÿ ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè. Ïðî÷èå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç àê-
ñèîì (ïðàâèëüíûå) èëè àêñèîìàì ïðîòèâîðå÷àò (íåïðàâèëüíûå).

Íåñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ îáúÿñíåíû â òåêñòå.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

� ôóíêöèè, ó÷àñòâóþùèå â ïîñòðîåíèÿõ, � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå;
� ðàññóæäåíèÿ, îïðåäåëåíèÿ, óòâåðæäåíèÿ � ëîêàëüíû.

Ïðîäîëæåíèå íàñòîÿùåãî �Êðàòêîãî êóðñà...� â �Êðàòêîì êóðñå...� [15].
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�Äâèæåíüå � ñ÷àñòè-è-å ìî¼, äâèæå-å-íüå...�
�Â ïóòü�, èç öèêëà �Ïðåêðàñíàÿ ìåëüíè÷èõà�,
Îïóñ 25, 1823 ãîä

Ìóçûêà Ôðàíöà Øóáåðòà, ñòèõè Âèëüãåëüìà Ìþëëåðà

ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ

ÃËÀÂÀ 1
ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ ÒÎ×ÊÈ

� 1. ÒÐÀÅÊÒÎÐÈß, ÑÊÎÐÎÑÒÜ, ÓÑÊÎÐÅÍÈÅ

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà � ãåîìåòðè÷åñêàÿ òî÷êà, êîòîðîé
ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî m � ìàññà.

Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà ôèêñèðóåòñÿ òî÷êà O, à ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êè A â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñ�âåêòîðîì r: íà÷àëüíàÿ
òî÷êà ðàäèóñ�âåêòîðà r â òî÷êå O, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà A ñîâïàäàåò ñ êîíå÷-
íîé òî÷êîé r. Çàäàòü äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè A � çàäàòü òåì èëè èíûì
ñïîñîáîì âåêòîð�ôóíêöèþ r(t). Âåêòîð�ôóíêöèÿ r(t) îïðåäåëÿåò òðè êèíåìà-
òè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äâèæóùåéñÿ òî÷êè: òðàåêòîðèþ, ñêîðîñòü, óñêîðåíèå.
Îïðåäåëåíèå 1.2. Òðàåêòîðèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè � ãîäîãðàô ðàäèóñ�âåêòîðà
r(t).

S=-1

O

S
Ñ

S=7

r

n

t

B

A

Ðèñ. 1.1
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Ââåä¼ì ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òðàåêòîðèè [13, � 22]. Ôèêñèðóåì
íà òðàåêòîðèè òî÷êó B, îò êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ äëèíà äóãè s, è íàïðàâëåíèå
ïîëîæèòåëüíîãî îòñ÷¼òà äóãè (ðèñ. 1.1). Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé òî÷êå A òðà-
åêòîðèè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî s (ïîëîæèòåëüíîå èëè îòðèöàòåëüíîå) �
ðàññòîÿíèå ïî òðàåêòîðèè ìåæäó òî÷êàìè A è B. Ðàäèóñ�âåêòîð, ïðîâåä¼ííûé
ê íåêîòîðîé òî÷êå òðàåêòîðèè, òàêæå ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèåé äëèíû äóãè s: r(s).
Ïî ýòîé ôóíêöèè âû÷èñëÿþòñÿ îðòû ñîïðîâîæäàþùåãî òð¼õãðàííèêà.
Îðò êàñàòåëüíîé

τττττ =
dr

ds
. (1.1)

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî τττττ � îðò:
(τττττ , τττττ) = 1 (1.2)

(çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ: ( , ) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-
òîðîâ, [ , ] � âåêòîðíîå). Îðò τττττ ðàñïîëàãàåòñÿ íà êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè è
íàïðàâëåí â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ äëèíû äóãè.
Îðò íîðìàëè. Ââîäèòñÿ âåêòîð êðèâèçíû

K =
dτττττ

ds
=

d2r

ds2
, (1.3)

êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ïîâîðîòà îðòà êàñàòåëüíîé. Îðò íîðìàëè n �
îðò, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå âåêòîðà êðèâèçíû:

K =
dτττττ

ds
= Kn =

1

ρ
n, K =

1

ρ
. (1.4)

Âìåñòî âåëè÷èíû K êðèâèçíû óäîáíî èñïîëüçîâàòü ðàäèóñ êðèâèçíû ρ �
ðàäèóñ îêðóæíîñòè, àïïðîêñèìèðóþùåé òðàåêòîðèþ â äàííîé òî÷êå (ðèñ. 1.1).
Öåíòð C ýòîé îêðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ öåíòðîì êðèâèçíû. Îðò n íàïðàâëåí
ê öåíòðó êðèâèçíû C. Èç (1.2) � (1.4) ñëåäóåò îðòîãîíàëüíîñòü îðòîâ τττττ è n:

0 =
d

ds
(τττττ , τττττ) = 2(

dτττττ

ds
, τττττ) = 2(K, τττττ) = 2

1

ρ
(n, τττττ).

Âìåñòî òåðìèíà �îðò íîðìàëè� èñïîëüçóåòñÿ òàêæå òåðìèí �îðò ãëàâíîé íîð-
ìàëè�.
Îðò áèíîðìàëè b ââîäèòñÿ òàê, ÷òîáû òðè âåêòîðà {τττττ , n, b} � ñîïðîâîæäà-
þùèé òð¼õãðàííèê � ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ:
b = [τττττ , n].

Îäíèì èç ñïîñîáîâ çàäàíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè � r(t) � ÿâëÿ-
åòñÿ çàäàíèå òðàåêòîðèè r(s) è äâèæåíèÿ ïî íåé s(t).
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Îïðåäåëåíèå 1.3. Ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì

V =
dr

dt
= ṙ. (1.5)

Èç ôîðìóë (1.5) è (1.1) ñëåäóåò

V =
dr

dt
=

dr

ds

ds

dt
= τττττ

ds

dt
= V τττττ , (1.6)

òî åñòü, âî-ïåðâûõ, ñêîðîñòü V íàïðàâëåíà ïî êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè, âî-
âòîðûõ, âåëè÷èíà ñêîðîñòè V ðàâíà ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè t îò ïðîéäåííîãî
ïóòè:

V =
ds

dt
. (1.7)

Îïðåäåëåíèå 1.3 ñêîðîñòè îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå îò
âðåìåíè îò âåêòîðîâ a(t) ðàçíîé ïðèðîäû.
Òåîðåìà 1.1 (À. Ðåçàëü) [1, 10] Ïóñòü A è B íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè
âåêòîðà a(t) = AB. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

da

dt
= ȧ = VB −VA. (1.8)

¤ Ââåä¼ì íåïîäâèæíóþ â ñèñòåìå îòñ÷¼òà òî÷êó O è îòëîæèì îò íå¼ ðàäèóñ�
âåêòîðû rA è rB, ïðîâåä¼ííûå ê òî÷êàì A è B (ðèñ. 1.2). Óòâåðæäåíèå (1.8)
òåîðåìû ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 1.3 è ôîðìóë

a = rB − rA, ȧ = ṙB − ṙA = VB −VA. ¥

a(t)

A O

B

rA

rB

Ðèñ. 1.2
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Îïðåäåëåíèå 1.4. Óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

W =
dV

dt
= V̇ =

d2r

dt2
= r̈. (1.9)

Èç ôîðìóë (1.6) è (1.9) ñëåäóåò

W =
dV

dt
=

d(V τττττ)

dt
=

dV

dt
τττττ + V

dτττττ

dt
.

Âû÷èñëåíèÿ ñ ó÷¼òîì (1.4) è (1.7)

dτττττ

dt
=

dτττττ

ds

ds

dt
=

n

ρ
V

ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòó

W =
dV

dt
τττττ +

V 2

ρ
n = Wτ + Wn : (1.10)

ðàçëîæåíèþ óñêîðåíèÿ W ïî îðòàì ñîïðîâîæäàþùåãî òð¼õãðàííèêà. Êîìïî-
íåíòû ðàçëîæåíèÿ íàçûâàþòñÿ: Wτ � êàñàòåëüíîå èëè òàíãåíöèàëüíîå
óñêîðåíèå, Wn � íîðìàëüíîå óñêîðåíèå, � è èìåþò âåëè÷èíû

Wτ =
dV

dt
, Wn =

V 2

ρ
. (1.11)

Òàê êàê âåêòîðû τττττ è n îðòîãîíàëüíû, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

W 2 = W 2
τ + W 2

n . (1.12)
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� 2. ÄÅÊÀÐÒÎÂÛ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÛ

Îäíà èç âîçìîæíîñòåé èìåíîâàòü òî÷êè ñèñòåìû îòñ÷¼òà (ñì. ââåäåíèå) � çà-
äàíèå ïðàâîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà: â ïðîñòðàíñòâå ôèêñèðóþòñÿ òàêèå
÷åòûðå òî÷êè: O, A1, A2, A3, ÷òî äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ik = OAk ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

(ik, il) = δkl =

{
1, k = l,

0, k 6= l.
(2.1)

�Ôàìèëèÿ, èìÿ, îò÷åñòâî� ïðîèçâîëüíîé òî÷êè B � êîýôôèöèåíòû xk = (r, ik)
ðàçëîæåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà r = OB ïî áàçèñó ik : r =

3∑
k=1

xkik (ðèñ. 2.1). Äàëåå
÷èñëà x1, x2, x3 äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàþòñÿ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (âìåñòî
�ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâû�).

A
1

A
3

r

B

i
1

A
2

i
3

i
2

O

Ðèñ. 2.1

Ñ

R

i2

Ñ

Rj
n

P P

W
n

Wt

V

i1

t
i2

i1

Ðèñ. 2.2
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Ñ ïðèìåíåíèåì äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ïðîèëëþñòðèðóåì ïîíÿòèÿ, ââåä¼í-
íûå â � 1.
Ïðèìåð 2.1. Òî÷êà P ñîâåðøàåò äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R (ðèñ. 2.2).
Ïîëîæåíèå òî÷êè îïðåäåëÿåò ðàäèóñ�âåêòîð r = CP = R(i1 cos ϕ + i2 sin ϕ), ãäå
ϕ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè r è i1. Äëèíà äóãè ÔP ðàâíà s = Rϕ, îòêóäà ñëåäóåò
ðàâåíñòâî ϕ = s/R. Ïî ôîðìóëå (1.1) âû÷èñëÿåòñÿ îðò êàñàòåëüíîé

τττττ =
dr

ds
=

dr

dϕ

dϕ

ds
= −i1 sin ϕ + i2 cos ϕ.

Ïî ôîðìóëå (1.3) âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð êðèâèçíû

K =
dτττττ

ds
=

dτττττ

dϕ

dϕ

ds
= − 1

R
(i1 cos ϕ + i2 sin ϕ) = − 1

R
n,

îòêóäà ñëåäóþò âûðàæåíèÿ äëÿ ðàäèóñà êðèâèçíû ρ è îðòà íîðìàëè n:

ρ = R, n = −(i1 cos ϕ + i2 sin ϕ).

Ïî ôîðìóëå (1.5) ñêîðîñòü òî÷êè ðàâíà

V = ṙ = Rϕ̇(−i1 sin ϕ + i2 cos ϕ) = Rϕ̇τττττ ,

à âåëè÷èíà ñêîðîñòè ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî îêðóæíîñòè ðàâíà V = Rϕ̇. Ïî
ôîðìóëå (1.9) óñêîðåíèå òî÷êè ðàâíî

W = V̇ = Rϕ̈(−i1 sin ϕ + i2 cos ϕ)−Rϕ̇2(i1 cos ϕ + i2 sin ϕ) = Rϕ̈τττττ + Rϕ̇2n,

à âåëè÷èíû êàñàòåëüíîãî è íîðìàëüíîãî óñêîðåíèé ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî
îêðóæíîñòè ðàâíû Wτ = Rϕ̈, Wn = Rϕ̇2.
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� 3. ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÛÅ (ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ) ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÛ

Ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ñèñòåìå îòñ÷¼òà îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì
ðàäèóñ�âåêòîðà r, íà÷àëüíàÿ òî÷êà êîòîðîãî íåïîäâèæíà, à êîíå÷íàÿ òî÷êà
ñîâïàäàåò ñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé. Ïîëîæåíèå ðàäèóñ�âåêòîðà â òð¼õìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàâàòü òðåìÿ ÷èñëàìè: r(q1, q2, q3).

Îïðåäåëåíèå 2.1. ×èñëà q1, q2, q3 íàçûâàþòñÿ êðèâîëèíåéíûìè (îáîáùåí-
íûìè) êîîðäèíàòàìè ïðè âûïîëíåíèè äâóõ óñëîâèé.
1. Òðè ÷èñëà q1, q2, q3 íàõîäÿòñÿ â âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ëþáûì
ïîëîæåíèåì òî÷êè â ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

P

q ,q ,q1 2 3

0 0 0

r(q ,q ,q )1 2 3

0 0

H1 1 2 3(q ,q ,q )
0 0 0

Ðèñ. 3.1

2. Ôèêñèðóåì òî÷êó q0
1, q0

2, q0
3 â ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Äâå êîîðäèíàòû q0

2, q0
3 îñòàâèì

ôèêñèðîâàííûìè, à îäíîé q1 äîçâîëèì èçìåíÿòüñÿ. Êîíå÷íàÿ òî÷êà ðàäèóñ�
âåêòîðà r(q1, q0

2, q0
3) ïðî÷åðòèò êðèâóþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé ëè-

íèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòå q1 (ðèñ. 3.1). Âåêòîð H1(q) = ∂r(q)/∂q1 �
êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êîîðäèíàòíîé ëèíèè (çäåñü è â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ
èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå q = (q1, q2, q3)). Àíàëîãè÷íî ñòðîÿòñÿ äðóãèå êîîðäè-
íàòíûå ëèíèè è êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê íèì

Hi(q) =
∂r(q)

∂qi

. (3.1)

Âòîðîå óñëîâèå òðåáóåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ H1(q),
H2(q), H3(q) â êàæäîé òî÷êå q ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1 è 2 òðè âåêòîðà H1(q), H2(q), H3(q) îáðàçóþò â
êàæäîé òî÷êå ñèñòåìû îòñ÷¼òà ëîêàëüíûé áàçèñ, ñîîòâåòñòâóþùèé êîíêðåò-
íûì êðèâîëèíåéíûì êîîðäèíàòàì. Ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

Hi(q) = |Hi(q)| (3.2)

íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ëàìå, êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû, äëÿ êîòî-
ðûõ âûïîëíÿåòñÿ

(Hi, Hk) = 0, i 6= k, (3.3)
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íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.
Çàäàòü äâèæåíèå r(t) ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ

ýòî, âî-ïåðâûõ, çàäàòü ñâÿçü r(q) ïîëîæåíèÿ òî÷êè â ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñ êîîðäè-
íàòàìè q, âî-âòîðûõ, îïðåäåëèòü èçìåíåíèå êîîðäèíàò q(t) âî âðåìåíè t. Åñëè
îáå çàâèñèìîñòè çàäàíû, ñêîðîñòü òî÷êè ðàâíà

V(q, q̇) =
3∑

i=1

∂r(q)

∂qi

q̇i =
3∑

i=1

Hi(q)q̇i (3.4)

� èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå (3.1). Äëÿ âåëè÷èíû ñêîðîñòè èç (3.4) ñëåäóåò

V 2(q, q̇)) = (V, V) =
3∑

i, k=1

(Hi(q), Hk(q)) q̇iq̇k. (3.5)

Äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò (ñì. (3.2), (3.3)) ôîðìóëà (3.5) óïðîùà-
åòñÿ:

V 2(q, q̇)) =
3∑

i=1

H2
i (q)q̇2

i . (3.6)

Èç âûðàæåíèÿ (3.4) ñëåäóåò
∂V

∂q̇i

=
∂r

∂qi

(3.7)

(qi è q̇i � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå). Âûðàæåíèå (3.4) âëå÷¼ò òàêæå ôîðìóëó

∂V

∂qi

=
d

dt

∂r

∂qi

, (3.8)

äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîòîðîé ñðàâíèâàåòñÿ ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî
t â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (3.8) ñ ðåçóëüòàòîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî qk âûðà-
æåíèÿ (3.4).

Ñ ó÷¼òîì îáîçíà÷åíèé (1.9), (3.1), ôîðìóë (3.7), (3.8) è ïðàâèëà äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ âûâåäåì ñîîòíîøåíèå

(Hi, W) =
d

dt

∂

∂q̇i

(
V 2(q, q̇)

2

)
− ∂

∂qi

(
V 2(q, q̇)

2

)
(3.9)

äëÿ óñêîðåíèÿ W òî÷êè:

(Hi, W) =

(
∂r

∂qi

,
dV

dt

)
=

d

dt

(
∂r

∂qi

, V

)
−

(
d

dt

∂r

∂qi

, V

)
(3.7),(3.8)

=

=
d

dt

(
∂V

∂q̇i

, V

)
−

(
∂V

∂qi

, V

)
=

d

dt

∂

∂q̇i

(
V 2

2

)
− ∂

∂qi

(
V 2

2

)
.
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Ïîñëåäíèé ïåðåõîä åñòü ðåçóëüòàò î÷åâèäíûõ âû÷èñëåíèé (z � íåêîòîðàÿ ïå-
ðåìåííàÿ): (

∂V

∂z
, V

)
=

1

2

∂

∂z
(V, V) =

∂

∂z

(
V 2

2

)
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè îáå ÷àñòè âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà mW = F (� 15) óìíî-
æèòü ñêàëÿðíî íà âåêòîð Hi, ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
T (q, q̇) = mV 2(q, q̇)/2 è äëÿ îáîáù¼ííîé ñèëû Qi = (F, Hi) = (F, ∂r/∂qi), òî
ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû (3.9) ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

d

dt

∂T

∂q̇i

− ∂T

∂qi

= Qi (3.10)

äëÿ ñâîáîäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.
Ôîðìóëà (3.9) îïðåäåëÿåò òàêæå ïðîåêöèþ óñêîðåíèÿ W íà êàñàòåëüíóþ ê

êîîðäèíàòíîé ëèíèè

1

Hi

(Hi, W) =
1

Hi

{
d

dt

∂

∂q̇i

(
V 2(q, q̇)

2

)
− ∂

∂qi

(
V 2(q, q̇)

2

)}
. (3.11)

Äëÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ñì. (3.3)) âûðàæåíèÿ (3.11) åñòü êîýô-

ôèöèåíòû Wi ðàçëîæåíèÿ óñêîðåíèÿ W =
3∑

i=1

Wiei ïî îðòàì ei, ñâÿçàííûì ñ
êàñàòåëüíûìè ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ââåä¼ííûå â ýòîì ïàðàãðàôå ïîíÿòèÿ íà ïðèìåðå.
Ïðèìåð 3.1. Íà ðèñ 3.2 ïîëîæåíèå òî÷êè P îïðåäåëåíî öèëèíäðè÷åñêèìè
êîîðäèíàòàìè r, ϕ, z. Ðàäèóñ�âåêòîð ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó
áàçèñó i, j, k ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r = ir cos ϕ + jr sin ϕ + kz. (3.12)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (3.1) è (3.2) âû÷èñëÿþòñÿ âåêòîðû, êàñàòåëüíûå
ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì, è êîýôôèöèåíòû Ëàìå:

Hr =
∂r

∂r
= i cos ϕ + j sin ϕ, Hr = 1,

Hϕ =
∂r

∂ϕ
= −ir sin ϕ + jr cos ϕ, Hϕ = r,

Hz =
∂r

∂z
= k, Hz = 1.

Ïî ôîðìóëå (3.4) ñêîðîñòü òî÷êè, äâèæåíèå êîòîðîé çàäàíî öèëèíäðè÷åñêèìè
êîîðäèíàòàìè r(t), ϕ(t), z(t), ðàâíà

V = Hrṙ + Hϕϕ̇ + Hz ż.
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Âû÷èñëåíèÿ (Hr, Hϕ) = 0, (Hr, Hz) = 0, (Hz, Hϕ) = 0 ïðèâîäÿò ê âûâîäó (ñì.
(3.3)): öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, âñëåäñòâèå ÷åãî
âåëè÷èíà ñêîðîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.6):

V 2 = ṙ2 + r2ϕ̇2 + ż2.

Ó÷¼ò ýòîãî ðåçóëüòàòà â ñîîòíîøåíèè (3.9) îïðåäåëèò ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà (3.10):

m(Hr, W) = m(r̈−rϕ̇2), m(Hϕ, W) = m(r2ϕ̈+2rṙϕ̇), m(Hz, W) = mz̈ (3.13)

è ïðîåêöèè óñêîðåíèÿ W íà êàñàòåëüíûå ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì (ñì. (3.11)):

(Hr, W) = r̈ − rϕ̇2, (Hϕ, W)/r = rϕ̈ + 2ṙϕ̇, (Hz, W) = z̈.

z

x y
i

r

r

jk z

j

P

Ðèñ. 3.2
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ÃËÀÂÀ 2

ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ ÒÂ�ÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

� 4. ÓÃËÎÂÀß ÑÊÎÐÎÑÒÜ.
ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÒÎ×ÅÊ ÒÂ�ÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

Îïðåäåëåíèå 4.1. Òâ¼ðäîå òåëî � òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê,
÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ íåèçìåííî.

i1

r

B

r
O e

1

e
2

e
3

O
i3

i2

r

Ðèñ. 4.1

Òâ¼ðäîå òåëî ñîâåðøàåò äâèæåíèå â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ñ êîòîðîé ñâÿçàí îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ i1, i2, i3 (ñì. (2.1), ðèñ. 2.1 è ðèñ. 4.1). Òàê êàê â êè-
íåìàòèêå íåò ìàññ, à åñòü òîëüêî ãåîìåòðè÷åñêèå òî÷êè, ïîä òâ¼ðäûì òåëîì
óäîáíî ïîäðàçóìåâàòü àáñîëþòíî æ¼ñòêîå òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Âûäåëèì
â òåëå òî÷êó O è ñ íà÷àëîì â íåé ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, e2, e3

(ðèñ. 4.1), äëÿ ïðåäñòàâèòåëåé êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

(ek, el) = δkl. (4.1)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå (4.1) ïî âðåìåíè t ïðèâîäèò ðåçóëüòàòó

(ėk, el) = −(ek, ėl). (4.2)

Çàäàòü äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà � çàäàòü òåì èëè èíûì ñïîñîáîì âåêòîð�
ôóíêöèè r0(t), e1(t), e2(t), e3(t) (ðèñ.4.1). Óáåäèìñÿ, ÷òî ýòîé èíôîðìàöèè äî-
ñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ ëþáîé òî÷êè òåëà B. Êîíêðåòíàÿ òî÷êà
òåëà èìåíóåòñÿ êîîðäèíàòàìè yk ðàçëîæåíèÿ

ρρρρρ =
3∑

k=1

ykek, yk = const (4.3)
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ðàäèóñ�âåêòîðà ρρρρρ=OB ïî îðòàì e1, e2, e3, ñâÿçàííûì ñ òåëîì. Ïîâåäåíèå òî÷êè
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷¼òà çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé (ðèñ. 4.1)

r = r0 + ρρρρρ = r0 +
3∑

k=1

ykek, (4.4)

â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîé íàõîäÿòñÿ èíôîðìàöèÿ r0(t), e1(t), e2(t), e3(t) î äâèæå-
íèè òåëà è �ôàìèëèÿ, èìÿ, îò÷åñòâî� � y1, y2, y3 � òî÷êè B.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè òî÷êè B òåëà ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî t ôîðìó-
ëó (4.4):

V = ṙ0 + ρ̇ρρρρ = V0 +
3∑

k=1

ykėk. (4.5)

Èç (4.5) âèäíî, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñêîðîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè òðåáóåòñÿ
äîïîëíèòåëüíî çíàòü òðè âåêòîðà ė1, ė2, ė3. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà,
íà ñàìîì äåëå äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ çíàòü îäèí âåêòîð: óãëîâóþ ñêîðîñòü ωωωωω.
Ëåììà 4.1. Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ñóùåñòâóåò òàêîé åäèíñòâåííûé âåêòîð
ωωωωω (óãëîâàÿ ñêîðîñòü), ÷òî äëÿ êàæäîãî áàçèñíîãî âåêòîðà ek âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

ėk = [ωωωωω, ek], k = 1, 2, 3. (4.6)

Â êà÷åñòâå ωωωωω ìîæíî âçÿòü

ωωωωω =
1

2

3∑
i=1

[ei, ėi]. (4.7)

¤ Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íóæíî ïîäñòàâèòü (4.7) â ïðàâóþ ÷àñòü (4.6),
ðàñêðûòü äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå è èñïîëüçîâàòü (4.1), (4.2):

[ωωωωω, ek] =
1

2

3∑
i=1

[[ei, ėi], ek] =
1

2

3∑
i=1

{ėi(ei, ek)− ei(ėi, ek)} =

=
1

2

3∑
i=1

{ėiδik + (ei, ėk)ei} =
1

2
(ėk + ėk) = ėk.

Ïðè âû÷èñëåíèè ó÷òåíî ñâîéñòâî ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó

áàçèñó: a =
3∑

i=1

aiei =
3∑

i=1

(ei, a)ei.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà âåê-
òîðà ωωωωω1, ωωωωω2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (4.6) ëåììû, âû÷èòàåì âûðàæåíèÿ (4.6),
â êîòîðûå ïîäñòàâëåíû ωωωωω1 è ωωωωω2, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

[ωωωωω1 − ωωωωω2, ek] = 0, k = 1, 2, 3,

ñïðàâåäëèâîå òîëüêî ïðè ωωωωω1=ωωωωω2. ¥
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Ëåììà 4.2. Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ñóùåñòâóåò òàêîé åäèíñòâåííûé âåêòîð
ωωωωω (óãëîâàÿ ñêîðîñòü), ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ρρρρρ=OB, ñâÿçàííîãî ñ òåëîì,
ñïðàâåäëèâî

ρ̇̇ρ̇ρ̇ρ̇ρ = [ωωωωω, ρρρρρ]. (4.8)

¤ Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ñ ó÷åòîì (4.6) ôîðìóëû (4.3):

ρ̇̇ρ̇ρ̇ρ̇ρ =
3∑

k=1

ykėk =
3∑

k=1

yk[ωωωωω, ek] = [ωωωωω,

3∑

k=1

ykek] = [ωωωωω, ρ]. (4.9)

¥
Òåîðåìà 4.1 (îá óãëîâîé ñêîðîñòè). Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ñóùåñòâóåò
òàêîé åäèíñòâåííûé âåêòîð ωωωωω (óãëîâàÿ ñêîðîñòü), ÷òî ñêîðîñòè ëþáûõ äâóõ
òî÷åê O è B òâåðäîãî òåëà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

VB = VO + [ωωωωω, ρρρρρ], (4.10)

ãäå ρρρρρ=OB.

¤ Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî âðåìåíè t ñ ó÷åòîì (4.8) âû-
ðàæåíèÿ (4.4). ¥
Ñëåäñòâèå. Åñëè äëÿ ñêîðîñòè òî÷êè O òåëà âûïîëíÿåòñÿ VO = 0, òî ñêîðîñòü
ëþáîé äðóãîé òî÷êè B òâåðäîãî òåëà ðàâíà

VB = [ωωωωω, r], (4.11)

ãäå r = OB. Òàêîå äâèæåíèå íàçâàíî â � 11 ÷èñòûì âðàùåíèåì.
Îïðåäåëåíèå 4.2. Óãëîâîé ñêîðîñòüþ òâ¼ðäîãî òåëà íàçûâàåòñÿ âåêòîð
ωωωωω, ñâÿçûâàþùèé ñêîðîñòè ëþáûõ äâóõ òî÷åê O è B òåëà ôîðìóëîé (4.10).

Îòìåòèì, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωωωωω òåëà � ñâîáîäíûé âåêòîð: ó íåãî åñòü
âåëè÷èíà, åñòü íàïðàâëåíèå, íî íåò òî÷êè ïðèëîæåíèÿ.

Ôîðìóëà (4.10) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè VB ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè òåëà � ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé â òåëå � òðåáóåòñÿ çíàòü ñêîðîñòü VO

íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè O òåëà è åãî óãëîâóþ ñêîðîñòü ωωωωω (ðèñ. 4.2).
Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ïîëåçíûé äëÿ ïðèëîæåíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.2. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωωωωω ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áà-
çèñó e1, e2, e3, ñâÿçàííîìó ñ òåëîì, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ωωωωω =
3∑

i=1

ωiei,

ω1 = (ė2, e3) = −(e2, ė3), ω2 = (ė3, e1) = −(e3, ė1), (4.12)

ω3 = (ė1, e2) = −(e1, ė2).
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¤ Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ω1:

ω1 = (eeeee1, ωωωωω) = ([eeeee2, eeeee3], ωωωωω) = ([ωωωωω, eeeee2], eeeee3) = (ė̇ėėėe2, eeeee3) = −(e2, ė3).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàíû âîçìîæíîñòü â ñìåøàííîì ïðîèçâåäåíèè
öèêëè÷åñêè ïåðåìåùàòü ñîìíîæèòåëè è ôîðìóëû: (4.2), (4.6), eeeee1 = [eeeee2, eeeee3]. ¥

B

O V
O

r

w

Ðèñ. 4.2
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� 5. ÓÃËÎÂÎÅ ÓÑÊÎÐÅÍÈÅ.
ÓÑÊÎÐÅÍÈß ÒÎ×ÅÊ ÒÂ�ÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

Îïðåäåëåíèå 5.1. Óãëîâîå óñêîðåíèå εεεεε òâ¼ðäîãî òåëà ñëåäóþùèì îáðàçîì
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç óãëîâóþ ñêîðîñòü ωωωωω

εεεεε = ω̇̇ω̇ω̇ω̇ω. (5.1)

Óãëîâîå óñêîðåíèå εεεεε, êàê è óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωωωωω, � ñâîáîäíûé âåêòîð.

B

O W
O

r
w

e

Ðèñ. 5.1

Òåîðåìà 5.1. Óñêîðåíèÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê O è B òâåðäîãî òåëà ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

WB = WO + [εεεεε, ρρρρρ] + [ωωωωω, [ωωωωω, ρρρρρ]], (5.2)

ãäå ρρρρρ=OB.

¤ Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî âðåìåíè t ôîðìóëó
(4.10), èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèÿ 1.4, 5.1 è ôîðìóëó (4.8). ¥
Ñëåäñòâèå. Åñëè äëÿ óñêîðåíèÿ òî÷êè O òåëà âûïîëíÿåòñÿ WO = 0, òî óñêî-
ðåíèå ëþáîé äðóãîé òî÷êè B òâåðäîãî òåëà ðàâíî (ñì. (4.11)

WB = [εεεεε, r] + [ωωωωω, [ωωωωω, r]] = [εεεεε, r] + [ωωωωω, VB], (5.3)

ãäå r = OB.
Îïðåäåëåíèå 5.2. Âåêòîð Wâð = [εεεεε, ρρρρρ] íàçûâàåòñÿ âðàùàòåëüíûì óñêî-

ðåíèåì, âåêòîð Wîñ = [ωωωωω, [ωωωωω, ρρρρρ]] � îñåñòðåìèòåëüíûì óñêîðåíèåì.
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Ôîðìóëà (5.2) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñêîðåíèÿ WB ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè B òåëà � ðàñïðåäåëåíèÿ óñêîðåíèé â òåëå � òðåáóåòñÿ çíàòü óñêîðåíèå
WO íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè O òåëà, óãëîâóþ ñêîðîñòü ωωωωω òåëà è åãî
óãëîâîå óñêîðåíèå εεεεε (ðèñ. 5.1).
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� 6. ÏÐÈÌÅÐÛ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß
ÓÃËÎÂÎÉ ÑÊÎÐÎÑÒÈ È ÓÃËÎÂÎÃÎ ÓÑÊÎÐÅÍÈß

Ïðèìåð 6.1. Ïðÿìàÿ, ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì, ïåðåìåùàåòñÿ ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñå-
áå. Òàêîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò ïðàêòè÷åñêè èíòåðåñíûå ñëó÷àè äâèæåíèÿ
òâ¼ðäîãî òåëà: âðàùåíèå âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè, äâèæåíèå ïëîñêîé ôèãóðû
â ïëîñêîñòè, âèíòîâîå äâèæåíèå (ãàéêà íàêðó÷èâàåòñÿ íà âèíò). Îðòîíîðìèðî-
âàííûå áàçèñû i1, i2, i3 è e1, e2, e3, ñâÿçàííûå ñ ñèñòåìîé îòñ÷¼òà è ñ òåëîì,
âûáåðåì òàê, ÷òîáû îðò e3 ðàñïîëàãàëñÿ íà ýòîé ïðÿìîé, à îðò i3 ñèñòåìû îò-
ñ÷¼òà áûë áû ýòîé ïðÿìîé ïàðàëëåëåí:

e3 = i3 = const. (6.1)

Îðòàì e1, e2 îñòà¼òñÿ âîçìîæíîñòü âðàùàòüñÿ âîêðóã îðòà e3 = i3 (ðèñ. 6.1).

e1

O

e2

j(t)

i2

i1

Ðèñ. 6.1

Îðòû e1, e2 ðàñêëàäûâàþòñÿ ïî íåïîäâèæíûì îðòàì i1, i2 ñèñòåìû îòñ÷¼òà
ñëåäóþùèì îáðàçîì (ϕ � óãîë ìåæäó îðòàìè i1 è e1, ñì. ðèñ 6.1):

e1 = i1 cos ϕ + i2 sin ϕ,

e2 = −i1 sin ϕ + i2 cos ϕ.
(6.2)
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå ýòèõ âûðàæåíèé ïî âðåìåíè t ñ ó÷¼òîì (6.1) ïðèâîäèò ê
ðåçóëüòàòàì:

ė1 = (−i1 sin ϕ + i2 cos ϕ)ϕ̇ = e2ϕ̇,

ė2 = (−i1 cos ϕ + i2 sin ϕ)ϕ̇ = −e1ϕ̇.
(6.3)

Ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèé (6.1) � (6.3) âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå (4.7) óãëîâóþ ñêî-
ðîñòü ωωωωω òåëà:

ωωωωω =
1

2

3∑
i=1

[ei, ėi] =
1

2
([e1, ė1] + [e2, ė2]) =

1

2
([e1, e2]− [e2, e1]) ϕ̇ = ϕ̇e3.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà ïðÿìàÿ, ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì, ïåðåìåùàåòñÿ ïà-
ðàëëåëüíî ñåáå ñàìîé, íàïðàâëåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè

ωωωωω = ϕ̇e3 = ωe3 (6.4)

ñîâïàäàåò ñ ïîñòîÿííûì íàïðàâëåíèåì e3 = i3, à âåëè÷èíà óãëîâîé ñêîðîñòè
ðàâíà ω = ϕ̇ � ïðîèçâîäíîé ïî t óãëà ïîâîðîòà.

Óãëîâîå óñêîðåíèå εεεεε âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (5.1), èñõîäÿ èç âûðàæåíèé
(6.1) è (6.4):

εεεεε = ω̇̇ω̇ω̇ω̇ω = ϕ̈e3 = ω̇e3, (6.5)

òî åñòü íàïðàâëåíèå óãëîâîãî óñêîðåíèÿ òàêæå ñîâïàäàåò ñ ïîñòîÿííûì íàïðàâ-
ëåíèåì e3 = i3, à âåëè÷èíà óãëîâîãî óñêîðåíèÿ ðàâíà ε = ϕ̈ = ω̇.

Ïðèìåð 6.2. Ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ ðàâíîìåðíî êàòèòñÿ áåç ñêîëüæåíèÿ ïî
ïëîñêîñòè (ðèñ. 6.2). Òðåáóåòñÿ íàéòè åãî óãëîâóþ ñêîðîñòü è óãëîâîå óñêîðåíèå.
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Ðèñ. 6.2

Îòñóòñòâèå ñêîëüæåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà A ñîïðèêîñíîâåíèÿ êîíóñà
ñ ïëîñêîñòüþ èìåþò íóëåâóþ ñêîðîñòü: VA = 0. Ñêîðîñòü âåðøèíû O êîíóñà
âñåãäà ðàâíà íóëþ: VO ≡ 0, à ñêîðîñòè äðóãèõ òî÷åê B êîíóñà îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëîé (4.11): VB = [ωωωωω, r], r = OB. Äëÿ òî÷åê A ñîïðèêîñíîâåíèÿ èç ýòî-
ãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò: VA = [ωωωωω, r] = 0, r = OA, òî åñòü íàïðàâëåíèå óãëîâîé

23



ñêîðîñòè ωωωωω äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ëèíèåé ñîïðèêîñíîâåíèÿ: ωωωωω= ωe2 (e2 � îðò, ðàñ-
ïîëîæåííûé íà ëèíèè ñîïðèêîñíîâåíèÿ). Åñëè èçâåñòíà ñêîðîñòü êàêîé-íèáóäü
òî÷êè êîíóñà, íàïðèìåð, öåíòðà C îñíîâàíèÿ: VC , � òî íàõîäèòñÿ è âåëè÷è-
íà ω óãëîâîé ñêîðîñòè: ω = VC/h, ãäå h � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C äî âåêòîðà
ωωωωω. Óãëîâîå óñêîðåíèå εεεεε ïðîùå âñåãî âû÷èñëèòü êàê ñêîðîñòü êîíå÷íîé òî÷êè
F âåêòîðà ωωωωω (ñì. òåîðåìó 1.1): εεεεε=ω̇̇ω̇ω̇ω̇ω=VF . Ïðè ðàâíîìåðíîì âðàùåíèè êîíóñà
òî÷êà F åñòü òî÷êà òâ¼ðäîãî òåëà � ïëîñêîñòè {e2, e3}, e3 � îðò, ïåðïåíäè-
êóëÿðíûé ïëîñêîñòè êà÷åíèÿ. Ñêîðîñòü VF ïî ôîðìóëå (4.11) ðàâíà VF=[ΩΩΩΩΩ,
ωωωωω], ãäå ΩΩΩΩΩ=Ωe3 � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïëîñêîñòè {e2, e3}, (Ω = VC/H, ðèñ. 6.2),
ωωωωω � ðàäèóñ�âåêòîð OF . Îêîí÷àòåëüíî: óãëîâîå óñêîðåíèå εεεεε= εe1 êîíóñà íà-
ïðàâëåíî ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè {e2, e3} (ðèñ. 6.2), à ïî âåëè÷èíå ðàâíî
ε = Ωω = V 2

C/Hh = (V 2
C/h2) tg α = ω2 tg α (óãîë α óêàçàí íà ðèñ. 6.2).
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ÃËÀÂÀ 3

ÑËÎÆÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ

� 7. ÑÊÎÐÎÑÒÜ È ÓÑÊÎÐÅÍÈÅ ÒÎ×ÊÈ
Â ÑËÎÆÍÎÌ ÄÂÈÆÅÍÈÈ

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ñëîæíîå äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîãî îáúåêòà ýòî, êîãäà, âî-
ïåðâûõ, çàäàíî äâèæåíèå òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (ïîäâèæíîå ïðîñòðàí-
ñòâî) îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷¼òà, âî-âòîðûõ, çàäàíî äâèæåíèå îáúåêòà îò-
íîñèòåëüíî ïîäâèæíîãî ïðîñòðàíñòâà. Õàðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ (ñêîðîñòü, óã-
ëîâîå óñêîðåíèå è ò. ä.) îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ õà-
ðàêòåðèñòèêàìè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ, õàðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ âìå-
ñòå ñ ïîäâèæíûì ïðîñòðàíñòâîì (ïðè îñòàíîâëåííîì îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè)
íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ïåðåíîñíîãî äâèæåíèÿ, õàðàêòåðèñòèêè äâè-
æåíèÿ îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè
àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ.

Ïóñòü îáå ñîñòàâëÿþùèå (ïåðåíîñíàÿ è îòíîñèòåëüíàÿ) äâèæåíèÿ çàäàíû,
ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïðåäåëèòü õàðàêòåðèñòèêè àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ.

Äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè B ýòà çàäà÷à êîíêðåòèçèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì (ñì. ðèñ. 7.1, ïîâòîðÿþùèé ðèñ. 4.1).

i1

r

B

r
O e

1

e
2

e
3

O
i3

i2

r

Ðèñ. 7.1

Ïåðåíîñíîå äâèæåíèå � ïîâåäåíèå ïîäâèæíîé ñèñòåìû � îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð�
ôóíêöèÿìè r0(t), e1(t), e2(t), e3(t). Îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå òî÷êè B � äâèæå-
íèå îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû � îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè yk(t)
ðàçëîæåíèÿ

ρρρρρ =
3∑

k=1

ykek, (7.1)
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ðàäèóñ�âåêòîðà ρρρρρ=OB ïî îðòàì e1, e2, e3, ñâÿçàííûì ñ ïîäâèæíîé ñèñòåìîé.
Àáñîëþòíîå äâèæåíèå òî÷êè B çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé (ðèñ.7.1)

r = r0 + ρρρρρ = r0 +
3∑

k=1

ykek, (7.2)

â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîé íàõîäÿòñÿ èíôîðìàöèÿ r0(t), e1(t), e2(t), e3(t) î äâèæå-
íèè ïîäâèæíîé ñèñòåìû è èíôîðìàöèÿ îá îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè y1(t), y2(t),
y3(t) òî÷êè B.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ íàäî îòäåëüíî ðàñ-
ñìîòðåòü ïåðåíîñíîå äâèæåíèå è îòíîñèòåëüíîå.

Ïåðåíîñíîå äâèæåíèå òî÷êè � ýòî êîãäà â (7.2) çàôèêñèðîâàíî îòíîñè-
òåëüíîå äâèæåíèå: ρρρρρ=const. Äèôôåðåíöèðîâàíèå (7.2) ïî âðåìåíè t ñ ó÷¼òîì
ρρρρρ=const ïðèâîäèò ê ôîðìóëàì äëÿ ïåðåíîñíîé ñêîðîñòè Vïåð è ïåðåíîñíî-
ãî óñêîðåíèÿ Wïåð � ñêîðîñòü è óñêîðåíèå òî÷êè òâ¼ðäîãî òåëà:

Vïåð = ṙ0 +
3∑

k=1

ykėk, (7.3)

Wïåð = r̈0 +
3∑

k=1

ykëk. (7.4)

Îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå òî÷êè � ýòî êîãäà â (7.2) çàôèêñèðîâàíî ïåðå-
íîñíîå äâèæåíèå: r0=const, e1=const, e2=const, e3=const. Äèôôåðåíöèðîâàíèå
(7.2) ïî âðåìåíè t â ýòîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ôîðìóëàì äëÿ îòíîñèòåëüíîé
ñêîðîñòè Vîòí è îòíîñèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ Wîòí � ñêîðîñòü è óñêîðåíèå
òî÷êè â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà:

Vîòí =
3∑

k=1

ẏkek, (7.5)

Wîòí =
3∑

k=1

ÿkek. (7.6)

Â ëèòåðàòóðå óïîòðåáëÿþòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèÿ: Ve, We äëÿ ïåðåíîñíûõ
ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ (îò àíãëèéñêîãî ñëîâà endure); Vr, Wr äëÿ îòíîñèòåëüíûõ
ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ (îò àíãëèéñêîãî ñëîâà relative).

Â àáñîëþòíîì äâèæåíèè òî÷êè ó÷èòûâàåòñÿ âêëàä âñåõ ó÷àñòíèêîâ
ñëîæíîãî äâèæåíèÿ: ïîäâèæíîé ñèñòåìû r0(t), e1(t), e2(t), e3(t) è ïåðåìåùå-
íèÿ òî÷êè îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû y1(t), y2(t), y3(t).
Òåîðåìà 7.1 (î ñëîæåíèè ñêîðîñòåé). Àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü Vàáñ òî÷êè â
ñëîæíîì äâèæåíèè åñòü ñóììà ïåðåíîñíîé ñêîðîñòè è îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè:

Vàáñ = Vïåð + Vîòí . (7.7)
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¤ Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôîðìóëó (7.2) ïî âðåìåíè t è èñ-
ïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ (7.3), (7.5):

Vàáñ = ṙ0 +
3∑

k=1

ykėk

︸ ︷︷ ︸
Vïåð

+
3∑

k=1

ẏkek

︸ ︷︷ ︸
Vîòí

= Vïåð + Vîòí . (7.8)

¥
Òåîðåìà 7.2 (î ñëîæåíèè óñêîðåíèé, òåîðåìà Êîðèîëèñà). Àáñîëþò-
íîå óñêîðåíèå Wàáñ òî÷êè â ñëîæíîì äâèæåíèè åñòü ñóììà ïåðåíîñíîãî óñêî-
ðåíèÿ, îòíîñèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ è êîðèîëèñîâîãî óñêîðåíèÿ (óñêîðåíèÿ
Êîðèîëèñà)

Wêîð = 2[ωωωωωïåð , Vîòí ], (7.9)

ãäå ωωωωωïåð � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïîäâèæíîé ñèñòåìû:

Wàáñ = Wïåð + Wîòí + Wêîð . (7.10)

¤ Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôîðìóëó (7.8) ïî âðåìåíè t (äâà-
æäû ôîðìóëó (7.2)), äëÿ ÷àñòè ñëàãàåìûõ èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ (7.3), (7.5),
à äëÿ îñòàâøèõñÿ ñëàãàåìûõ îáîçíà÷åíèå Wêîð :

Wàáñ = r̈0 +
3∑

k=1

ykëk

︸ ︷︷ ︸
Wïåð

+
3∑

k=1

ÿkek

︸ ︷︷ ︸
Wîòí

+ 2
3∑

k=1

ẏkėk

︸ ︷︷ ︸
Wêîð

= Wïåð + Wîòí + Wêîð .

Ïîêàæåì, ÷òî ñëàãàåìûå, îáîçíà÷åííûå Wêîð , ïðåîáðàçóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ôîðìóë (4.6) è (7.5) ê ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (7.9):

2
3∑

k=1

ẏkėk = 2
3∑

k=1

ẏk[ωωωωωïåð , ek] = 2[ωωωωωïåð ,

3∑

k=1

ẏkek] = 2[ωωωωωïåð , Vîòí ].

¥
Äëÿ àáñîëþòíûõ ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ â ëèòåðàòóðå èñïîëüçóþòñÿ òàêæå

îáîçíà÷åíèÿ Va, Wa èëè îòñóòñòâèå èíäåêñîâ: V, W. Äëÿ êîðèîëèñîâà óñêîðå-
íèÿ � îáîçíà÷åíèå Wc.
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� 8. ÏÎËßÐÍÛÅ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÛ

Òî÷êà P äâèæåòñÿ â ïëîñêîñòè. Íà ïëîñêîñòè ôèêñèðóåòñÿ òî÷êà O è ïîëÿðíàÿ
îñü, íàïðàâëåíèå êîòîðîé çàäàíî îðòîì i1. Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè P � ýòî
ðàññòîÿíèå r = OP è óãîë ϕ ìåæäó ïîëÿðíîé îñüþ è ðàäèóñ�âåêòîðîì r = OP
(ðèñ. 8.1).

O

e
1

e
2

P

j

r

r

i1

Ðèñ. 8.1

Ââåä¼ì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó: îðò e1 ðàñïîëîæåí íà ïðÿìîé, çàäàííîé âåêòîðîì
r = OP , òî åñòü ñïðàâåäëèâî r = re1; îðò e2 ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ
è ïåðïåíäèêóëÿðåí îðòó îðò e1; îðò e3 çàäà¼òñÿ òàê, ÷òîáû îðòû e1, e2, e3

ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.
Ââåä¼ííàÿ ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò âðàùàåòñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé

îñè, çàäàííîé îðòîì e3, è â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ïðèìåðà 6.1 èìååò
óãëîâóþ ñêîðîñòü ωωωωωïåð = ϕ̇e3 è óãëîâîå óñêîðåíèå εεεεεïåð = ϕ̈e3.

O

e1

e2

P Vîòí

Vïåð

i
1

Ðèñ. 8.2
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Ïåðåíîñíîå äâèæåíèå òî÷êè P � äâèæåíèå âìåñòå ñ ïîäâèæíîé ñèñòåìîé
(îíî çàäà¼òñÿ óãëîì ϕ), îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå � äâèæåíèå â ïîäâèæíîé ñè-
ñòåìå (îíî çàäà¼òñÿ êîîðäèíàòîé r).

Ñêîðîñòü â ïåðåíîñíîì äâèæåíèè (ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè) ðàâíà
(ðèñ. 8.2)

Vïåð = [ωωωωωïåð , r] = ϕ̇r[e3, e1] = ϕ̇re2. (8.1)

Ñêîðîñòü â îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè (ðèñ. 8.2) �

Vîòí = ṙe1. (8.2)

Àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü ïî òåîðåìå 7.1 ðàâíà (ðèñ. 8.2)

Vàáñ = V = Vïåð + Vîòí = Vϕ + Vr (8.3)

(Vϕ = Vïåð = ϕ̇r, Vr = Vîòí = ṙ), à å¼ âåëè÷èíà �

V 2 = ṙ2 + ϕ̇2r2. (8.4)

O

e1

e2

P Wî ò í

Wï å ð

t

W
n

å ðï

Wê î ð

i
1

Ðèñ. 8.3

Óñêîðåíèå â ïåðåíîñíîì äâèæåíèè (ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè) ñîñòî-
èò èç êàñàòåëüíîãî (òàíãåíöèàëüíîãî)1 Wτ

ïåð è íîðìàëüíîãî Wn
ïåð (ðèñ. 8.3),

êîòîðûå ðàâíû (ïðèìåð 2.1)

Wτ
ïåð = [εεεεεïåð , r] = ϕ̈r[e3, e1] = ϕ̈re2,

Wn
ïåð = [ωωωωωïåð , Vïåð ] = ϕ̇2r[e3, e2] = −ϕ̇2re1.

Óñêîðåíèå Wîòí â îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè ðàâíî (ðèñ. 8.3)

Wîòí = r̈e1.

1Äà ïðîñòÿò àâòîðà òåíçîðíûå ïóðèñòû çà ðàçìåùåíèå èíäåêñîâ è ïîÿñíèòåëüíûõ íàäïèñåé
òî â âåðõíåé ÷àñòè ôîðìóëû, òî â íèæíåé (ñì. (1.10), (7.10), (8.5)).
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Ïîäñ÷¼ò êîðèîëèñîâà óñêîðåíèÿ Wêîð ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó
(ðèñ. 8.3):

Wêîð = 2[ωωωωωïåð , Vîòí ] = 2ϕ̇ṙ[e3, e1] = 2ϕ̇ṙe2.

Îêîí÷àòåëüíî, àáñîëþòíîå óñêîðåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Wàáñ = W = Wîòí + Wn
ïåð + Wτ

ïåð + Wêîð =

= (r̈ − ϕ̇2r)e1 + (ϕ̈r + 2ϕ̇ṙ)e2 = Wr + Wϕ.
(8.5)

Óñêîðåíèå ðàñêëàäûâàåòñÿ íà äâå îðòîãîíàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå: ðàäèàëüíàÿ
Wr è òðàíñâåðñàëüíàÿ Wϕ. Âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû

Wr = r̈ − ϕ̇2r, Wϕ = ϕ̈r + 2ϕ̇ṙ (8.6)

(ñð. ñ ðåçóëüòàòàìè ïðèìåðà 3.1).
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� 9. ÓÃËÎÂÀß ÑÊÎÐÎÑÒÜ È ÓÃËÎÂÎÅ ÓÑÊÎÐÅÍÈÅ ÒÅËÀ
Â ÑËÎÆÍÎÌ ÄÂÈÆÅÍÈÈ

Êàê è â � 7, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà, ñ êîòîðîé ñâÿçàí îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ i1, i2, i3 (ðèñ. 9.1), è ïîäâèæíîå ïðîñòðàíñòâî, äâèæåíèå êîòîðîãî
çàäàíî âåêòîðàìè r0(t), e1(t), e2(t), e3(t) (ðèñ. 9.1).

e
3

C

n
1

n
2

n
3

i
1

i
3

i
2

e
1

e
2

O

B

Ðèñ. 9.1

Ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ òî÷åê ïîäâèæíîãî ïðîñòðàíñòâà âûðàæàþòñÿ ïî ôîðìó-
ëàì (4.10) è (5.2) ñ èñïîëüçîâàíèåì âåêòîðîâ

V0, W0, ωωωωωïåð =
3∑

k=1

ωïåð
k ik, εεεεεïåð =

3∑

k=1

εïåðk ik = ω̇̇ω̇ω̇ω̇ωïåð =
3∑

k=1

ω̇ïåð
k ik. (9.1)

Îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîâåðøàåò äâèæåíèå òåëî, ïîâåäåíèå
êîòîðîãî â ïîäâèæíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíî âåêòîðàìè OB, n1, n2, n3

(ðèñ. 9.1). Îòíîñèòåëüíûå ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ òî÷åê òåëà âûðàæàþòñÿ ïî
ôîðìóëàì (4.10) è (5.2) ñ èñïîëüçîâàíèåì âåêòîðîâ

Vîòí
0 , Wîòí

0 , ωωωωωîòí =
3∑

k=1

ωîòí
k ek, εεεεεîòí =

3∑

k=1

ω̇îòí
k ek. (9.2)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (4.10) è (5.2) àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé
òî÷åê òåëà òðåáóåòñÿ çíàòü õàðàêòåðèñòèêè òî÷êè B: Vàáñ

B = VB è Wàáñ
B = WB,

� è õàðàêòåðèñòèêè òåëà: ωωωωωàáñ=ωωωωω è εεεεεàáñ=εεεεε. Âåêòîðû Vàáñ
B è Wàáñ

B âû÷èñëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëàì (7.7) è (7.10), íàïðèìåð,

Vàáñ
B = VB = Vïåð

B + Vîòí
B = VO + [ωωωωωïåð , OB]︸ ︷︷ ︸

V
ïåð
B

+Vîòí
B . (9.3)

Òåîðåìà 9.1. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωωωωωàáñ=ωωωωω è óãëîâîå óñêîðåíèå εεεεεàáñ=εεεεε òåëà â ñëîæ-
íîì äâèæåíèè ñâÿçàíû ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ïåðåíîñíîãî è îòíîñèòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
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ωωωωωàáñ = ωωωωω = ωωωωωïåð + ωωωωωîòí , (9.4)

εεεεεàáñ = εεεεε = εεεεεïåð + εεεεεîòí + [ωωωωωïåð , ωωωωωîòí ]. (9.5)

¤ Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà C òåëà ó÷àñòâóåò â ñëîæíîì äâèæåíèè è å¼ ñêîðîñòü â
ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (7.7) è (4.10) ðàâíà

Vàáñ
C = VC = Vïåð

C + Vîòí
C = VO + [ωωωωωïåð , OC]︸ ︷︷ ︸

V
ïåð
C

+Vîòí
B + [ωωωωωîòí , BC]︸ ︷︷ ︸

Vîòí
C

.

Ó÷¼ò â ýòîé ôîðìóëå OC = OB + BC (ðèñ. 9.1), ïåðåãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ è
èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû (9.3) ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

VC = VO + [ωωωωωïåð , OB] + Vîòí
B︸ ︷︷ ︸

VB

+[ωωωωωïåð + ωωωωωîòí , BC] =

= VB + [ωωωωωïåð + ωωωωωîòí , BC].

(9.6)

Òåîðåìà 4.1 ãëàñèò: ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð ωωωωω, òàêîé ÷òî ñêîðîñòè
äâóõ òî÷åê òåëà ñâÿçàíû âûðàæåíèåì VC = VB + [ωωωωω, BC], ñðàâíåíèå êîòîðîãî
ñ ðåçóëüòàòîì (9.6) äîêàçûâàåò ôîðìóëó (9.4). Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ôîðìóëû (9.5)
ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî âðåìåíè t óãëîâóþ ñêîðîñòü

ωωωωω = ωωωωωïåð + ωωωωωîòí =
3∑

k=1

ωïåð
k ik +

3∑

k=1

ωîòí
k ek

(ïðèâëå÷åíû ôîðìóëû (9.1), (9.2)):

εεεεε = ω̇̇ω̇ω̇ω̇ω =
3∑

k=1

ω̇ïåð
k ik +

3∑

k=1

ω̇îòí
k ek +

3∑

k=1

ωîòí
k ėk.

Ê ôîðìóëå (9.5) ïðèâîäèò èñïîëüçîâàíèå îáîçíà÷åíèé èç (9.1), (9.2)

εεεεεïåð =
3∑

k=1

ω̇ïåð
k ik, εεεεεîòí =

3∑

k=1

ω̇îòí
k ek

äëÿ ïåðâûõ äâóõ ñóìì è ïðåîáðàçîâàíèå ñ ó÷¼òîì ëåììû 4.1 ïîñëåäíåé ñóììû:
3∑

k=1

ωîòí
k ėk =

3∑

k=1

ωîòí
k [ωωωωωïåð , ek] = [ωωωωωïåð ,

3∑

k=1

ωîòí
k ek] = [ωωωωωïåð , ωωωωωîòí ],

� â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå èç (9.2). ¥
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� 10. ÐÅÃÓËßÐÍÀß ÏÐÅÖÅÑÑÈß

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ òâ¼ðäîãî òåëà � ýòî ñëîæíîå
äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà âðàùàåòñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè
ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωωωωωïåð (εεεεεïåð = 0), à îòíîñèòåëüíûì äâèæåíèåì
òåëà ÿâëÿåòñÿ òàêæå âðàùåíèåì âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé
ñêîðîñòüþ ωωωωωîòí (εεεεεîòí = 0). Îñè, âîêðóã êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò âðàùåíèÿ, ïåðåñå-
êàþòñÿ. Ïàðàìåòðû ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè: óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñîáñòâåí-
íîãî âðàùåíèÿ ωωωωωîòí , óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè ωωωωωïåð , óãîë íóòàöèè θ
� óãîë ìåæäó îñÿìè âðàùåíèÿ (ðèñ. 10.1).

F

w

w
îòí

w
ïåð

n3

q

e n1 1= e

e3

e2

n2

O

Ðèñ. 10.1

Ïóñòü â ïîäâèæíîé ñèñòåìå âûáðàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, e2, e3 òàê,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ (ðèñ. 10.1)

ωωωωωïåð = ωïåð e3, ωωωωωîòí = ωîòí (−e2 sin θ + e3 cos θ). (10.1)

Ïóñòü â òåëå âûáðàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ n1, n2, n3 òàê, ÷òî â äàííûé
ìîìåíò âûïîëíÿåòñÿ (ðèñ. 10.1)

ωωωωωïåð = ωïåð (n2 sin θ + n3 cos θ), ωωωωωîòí = ωîòín3. (10.2)

Àáñîëþòíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωωωωωàáñ= ωωωωω òåëà ïî ôîðìóëàì (9.4), (10.1), (10.2)
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ðàâíà (ðèñ. 10.1)

ωωωωωàáñ = ωωωωω = ωωωωωïåð + ωωωωωîòí = −ωîòí e2 sin θ + (ωïåð + ωîòí cos θ)e3 =

= ωïåðn2 sin θ + (ωîòí + ωïåð cos θ)n3.
(10.3)

Àáñîëþòíîå óãëîâîå óñêîðåíèå εεεεεàáñ= εεεεε òåëà ïî ôîðìóëå (9.5) ñ ó÷¼òîì εεεεεïåð = 0,
εεεεεîòí = 0 ðàâíî (ðèñ. 10.1)

εεεεεàáñ = εεεεε = [ωωωωωïåð , ωωωωωîòí ] = [ωïåð e3, ωîòí (−e2 sin θ + e3 cos θ)] =

= −ωïåðωîòí [e3, e2] sin θ = ωïåðωîòí e1 sin θ =

= ωïåðωîòín1 sin θ.

(10.4)

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü è ïî òåîðåìå 1.1:

εεεεε = ω̇̇ω̇ω̇ω̇ω = VF = [ωωωωωïåð , OF ] = [ωωωωωïåð , ωωωωω] = [ωωωωωïåð , ωωωωωïåð + ωωωωωîòí ] =

= [ωωωωωïåð , ωωωωωîòí ] = ωïåðωîòí e1 sin θ = ωïåðωîòín1 sin θ..

Ïðèìåð 10.1. Êîíóñ èç ïðèìåðà 6.2 ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè áåç ïðîñêàëü-
çûâàíèÿ ñîâåðøàåò ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ (ðèñ. 6.2, ðèñ 10.2).

B

C

aO
we2

e3

e1

e

w
îòí

w
ïåð

q

Ðèñ. 10.2

Ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà ñâÿçàíà ñ ïëîñêîñòüþ {e2, e3}, ñèñòåìà âðàùàåòñÿ âîêðóã
îñè e3 ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωωωωωïåð . Êîíóñ â ýòîé ñèñòåìå âðàùàåò-
ñÿ âîêðóã ñâîåé îñè ñèììåòðèè OC ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωωωωωîòí . Òðè
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óãëîâûå ñêîðîñòè ñâÿçûâàåò òåîðåìà 4.1: ωωωωω = ωωωωωïåð + ωωωωωîòí (ðèñ.10.2). Àáñîëþò-
íàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωωωωω=ωe2 íàéäåíà â ïðèìåðå 6.2, âåëè÷èíû äðóãèõ óãëî-
âûõ ñêîðîñòåé âû÷èñëÿþòñÿ ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà (óãîë α óêàçàí íà ðèñ. 10.2):
ωïåð = ω tg α, ωîòí = ω/ cos α, à äëÿ âåêòîðîâ âûïîëíÿåòñÿ (ðèñ. 10.2):

ωωωωω = ωe2, ωωωωωïåð = −ωe3 tg α, ωωωωωîòí = ω(e2 + e3 tg α) εεεεε = ω2e1 tg α.

Äîáàâëåí ðåçóëüòàò èç ïðèìåðà 6.2 äëÿ óãëîâîãî óñêîðåíèÿ. Äëÿ òðåòüåãî ïà-
ðàìåòðà ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè � óãëà íóòàöèè θ � âûïîëíÿåòñÿ θ = α + π/2.
Ðàññìîòðèì òî÷êè A è B êîíóñà (ðèñ. 10.2):

OA = OAe2, OB = OB(e2 cos 2α + e3 sin 2α),

� è âû÷èñëèì äâóìÿ ñïîñîáàìè èõ óñêîðåíèÿ.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëîæíîãî äâèæåíèÿ (òåîðåìà 7.2, ðèñ 10.3).

B

C

O

WB

îòí

WA

êîð

WA

ïåð

WA

îòí

WB

ïåð

WB

êîð

A

Ðèñ. 10.3
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B

C

O
WB

îñ

WA

âð

WB

âð

A
Ðèñ. 10.4

Wïåð
A = [ωωωωωïåð , Vïåð

A ] = [ωωωωωïåð , [ωωωωωïåð , OA]] = −OAω2e2tg
2α,

Wîòí
A = [ωωωωωîòí , Vîòí

A ] = [ωωωωωîòí , [ωωωωωîòí , OA]] = OAω2(−e2tg
2α + e3tgα),

Wêîð
A = 2[ωωωωωïåð , Vîòí

A ] = 2[ωωωωωïåð , [ωωωωωîòí , OA]] = 2OAω2e2tg
2α,

WA = Wïåð
A + Wîòí

A + Wêîð
A = OAω2e3tgα.

Wïåð
B = [ωωωωωïåð , Vïåð

B ] = [ωωωωωïåð , [ωωωωωïåð , OB]] = −OBω2e2tg
2αcos2α,

Wîòí
B = [ωωωωωîòí , Vîòí

B ] = [ωωωωωîòí , [ωωωωωîòí , OB]] = OBω2(e2tg
2α− e3tgα),

Wêîð
B = 2[ωωωωωïåð , Vîòí

B ] = 2[ωωωωωïåð , [ωωωωωîòí , OB]] = −2OBω2e2tg
2α,

WB = Wïåð
B + Wîòí

B + Wêîð
B = −OBω2(2e2sin

2α + e3tgα).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ê òâ¼ðäîìó òåëó (òåîðåìà 5.1 è ñëåä-
ñòâèå èç íå¼, ðèñ 10.4).

Wâð
A = [εεεεε, OA] = OAω2e3tgα,

Wîñ
A = [ωωωωω, VA] = 0,

WA = Wâð
A + Wîñ

A = OAω2e3tgα.

Wâð
B = [εεεεε, OB] = OBω2(−2e2sin

2α + e3tgαcos2α),

Wîñ
B = [ωωωωω, VB] = [ωωωωω, [ωωωωω, OB]] = −OBω2e3sin2α,

WB = Wâð
B + Wîñ

B = −OBω2(2e2sin
2α + e3tgα).

Ñðàâíåíèå äâóõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ óñêîðåíèé ïðèâîäèò ê âûâîäó î õîðîøåì
ñîâïàäåíèè ðåçóëüòàòîâ.
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� 11. ÑËÎÆÅÍÈÅ ÂÐÀÙÅÍÈÉ ÒÂ�ÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

Â � 4 áûëà âûâåäåíà ôîðìóëà (4.10)

VB = VO + [ωωωωω, ρρρρρ], ρρρρρ = OB (11.1)

(ðèñ. 11.1, ïîâòîðÿþùèé ðèñ. 4.2).

B

O V
O

r

w

Ðèñ. 11.1

Îòñóòñòâèå îäíîãî èç ñëàãàåìûõ â (11.1) âûäåëÿåò îäíî èç ïðîñòûõ äâèæå-
íèé òâ¼ðäîãî òåëà [14].
Îïðåäåëåíèå 11.1. Ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà � ýòî, êî-
ãäà ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì, ïåðåìåùàåòñÿ ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå.
Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî îðòû e1, e2, e3 (ðèñ. 4.1), ñâÿçàííûå ñ òåëîì, íå
ìåíÿþòñÿ âî âðåìÿ äâèæåíèÿ: ėk ≡ 0, îòêóäà è èç ôîðìóëû (4.7) èëè (4.12) ñëå-
äóåò ωωωωω≡ 0. Èç (11.1) âèäíî, ÷òî ïðè ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè ñêîðîñòè òî÷åê
òâ¼ðäîãî òåëà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ñîâïàäàþò:

VB = VO. (11.2)

Èç ωωωωω ≡ 0 è îïðåäåëåíèÿ 5.1 óãëîâîãî óñêîðåíèÿ âûòåêàåò εεεεε≡ 0, à èç ôîðìóëû
(5.2) � ñîâïàäåíèå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t óñêîðåíèé òî÷åê òâ¼ðäîãî òåëà:
WB = WO. Åñëè â íåêîòîðûé êîíêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè t äëÿ óãëîâîé ñêî-
ðîñòè âûïîëíÿåòñÿ ωωωωω = 0, òî èç (11.1) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè t
ñïðàâåäëèâî VB = VO. Òàêîå äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ ìãíîâåííî ïîñòóïàòåëü-
íûì.
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Îïðåäåëåíèå 11.2. ×èñòîå âðàùåíèå òâ¼ðäîãî òåëà � ýòî, êîãäà äëÿ ñêî-
ðîñòè íåêîòîðîé òî÷êè O âûïîëíÿåòñÿ VO = 0.
Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ñêîðîñòè òî÷åê òåëà

VB = [ωωωωω, ρρρρρ], ρρρρρ = OB (11.3)

òàêîâû, êàê, åñëè áû ïðîèñõîäèëî âðàùåíèå òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè (â
ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé òî÷êè O, ïðèíàäëåæàùåé îñè, âûïîëíÿåòñÿ VO = 0). Çà-
äàòü ÷èñòîå âðàùåíèå � óêàçàòü òî÷êó O, ñêîðîñòü êîòîðîé ðàâíà íóëþ: VO = 0,
è óãëîâóþ ñêîðîñòü ωωωωω òåëà. Óãëîâóþ ñêîðîñòü ωωωωω, õîòÿ îíà ñâîáîäíûé âåêòîð, â
ñëó÷àå ÷èñòîãî âðàùåíèÿ ïðèíÿòî îòêëàäûâàòü îò íåïîäâèæíîé òî÷êè O.

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èçâåñòíû ñêîðîñòü VO íåêîòîðîé
òî÷êè O òåëà è åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωωωωω (ðèñ. 11.1). Ñêîðîñòè ïðî÷èõ òî÷åê
îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (11.1). Ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ïðîñòûõ äâèæåíèé,
ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ñëîæíûõ äâèæåíèé òâ¼ðäîãî òåëà.

1. Ïóñòü òî÷êà ïîäâèæíîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé O òâ¼ðäîãî òåëà, è
ñèñòåìà ïåðåìåùàåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî: ωωωωωïåð = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òî÷åê
òâ¼ðäîãî òåëà ñïðàâåäëèâî Vïåð

B = VO. Òàê êàê â îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè
òåëà âûïîëíÿåòñÿ Vîòí

O = 0, òî îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå åñòü ÷èñòîå âðàùåíèå ñ
óãëîâîé ñêîðîñòüþ (ñì. (9.4)) ωωωωωîòí = ωωωωω−ωωωωωïåð = ωωωωω. Âû÷èñëåíèå ñêîðîñòåé òî÷åê
â îïèñàííîì ñëîæíîì äâèæåíèè ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

VB = Vïåð
B + Vîòí

B = VO + [ωωωωω, ρρρρρ], ρρρρρ = OB,

òî åñòü ñêîðîñòè â òåëå ðàñïðåäåëåíû òàê, êàê áóäòî òåëî îäíîâðåìåííî ñîâåð-
øàåò ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå âìåñòå ñ íåêîòîðîé òî÷êîé O è ÷èñòîå âðàùåíèå
ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé O (ñì. (11.2), (11.3)).

2. Ñëîæåíèå ÷èñòûõ âðàùåíèé ñ îáùåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé (ñèòó-
àöèÿ ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè � 10). Ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà ñîâåðøàåò ÷èñòîå âðàùå-
íèå: Vïåð

O = 0, ωωωωωïåð . Òåëî â ïîäâèæíîé ñèñòåìå òàêæå ñîâåðøàåò ÷èñòîå âðàùå-
íèå: Vîòí

O = 0, ωωωωωîòí , ïðè÷¼ì, íåïîäâèæíûå òî÷êè â îáîèõ äâèæåíèÿõ ñîâïàäà-
þò: O. Àáñîëþòíîå äâèæåíèå òàêæå ÷èñòîå âðàùåíèå: VO = Vïåð

O + Vîòí
O = 0,

ωωωωω = ωωωωωïåð + ωωωωωîòí (ðèñ. 11.2).

w
îòí

w

w
ïåð

O
Ðèñ. 11.2
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Ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Äâà ÷èñòûõ âðàùåíèÿ ñ îáùåé íåïîäâèæ-
íîé òî÷êîé ìîæíî çàìåíèòü ÷èñòûì âðàùåíèåì. Îáðàòíî: ÷èñòîå âðàùåíèå
ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâà ÷èñòûõ âðàùåíèÿ, ââîäÿ ïîäâèæíóþ ñèñòåìó, êàê
óêàçàíî â ýòîì ïóíêòå.

e1

e3

e2

O

B

w W
ïåð

=

w W
îòí

=-

Ðèñ. 11.3

3. Ïàðà ÷èñòûõ âðàùåíèé. Ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà ñîâåðøàåò ÷èñòîå âðàùå-
íèå: Vïåð

O = 0, ωωωωωïåð = ΩΩΩΩΩ. Òåëî â ïîäâèæíîé ñèñòåìå òàêæå ñîâåðøàåò ÷èñòîå
âðàùåíèå: Vîòí

B = 0, ωωωωωîòí = −ΩΩΩΩΩ (ðèñ. 11.3). Ïîä÷åðêí¼ì: óãëîâûå ñêîðîñòè
ωωωωωïåð = ΩΩΩΩΩ, ωωωωωîòí = −ΩΩΩΩΩ � ó÷àñòíèêè äâóõ äâèæåíèé � ïàðà. Â àáñîëþòíîì äâè-
æåíèè: ωωωωω = ωωωωωïåð +ωωωωωîòí = ΩΩΩΩΩ−ΩΩΩΩΩ = 0, VB = Vïåð

B +Vîòí
B = [ωωωωωïåð , OB] = [ΩΩΩΩΩ, OB],

òî åñòü, àáñîëþòíîå äâèæåíèå � ïîñòóïàòåëüíîå (îïðåäåëåíèå 11.1), è ñêîðîñòü
ëþáîé òî÷êè C òåëà ðàâíà VC = VB = [ΩΩΩΩΩ, OB]. Îáðàòíî: ïîñòóïàòåëüíîå äâè-
æåíèå òåëà ñî ñêîðîñòüþ V ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïàðà ÷èñòûõ âðàùåíèé: âûáîð
ýëåìåíòà ïàðû ΩΩΩΩΩ è òî÷åê O è B íåîäíîçíà÷åí è ïîä÷èí¼í óñëîâèþ V = [ΩΩΩΩΩ, OB].

Îòìåòèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ïàðû ÷èñòûõ âðàùåíèé: ïàðà ñ íóëåâûì ïëå÷îì
� OB ‖ ΩΩΩΩΩ (ðèñ. 11.4).

O BW -W

Ðèñ. 11.4

Òàêàÿ ïàðà íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûé íóëü è â ýòîì ñëó÷àå òåëî ïðåáûâàåò â
ïîêîå: äëÿ ñêîðîñòè ëþáîé òî÷êè C òåëà âûïîëíÿåòñÿ VC = VB = [ΩΩΩΩΩ, OB] = 0.
Ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ñëîæíîå äâèæåíèå ìîæíî ýêâèâàëåíòíî
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�óñëîæíèòü� äîáàâëåíèåì èëè èçúÿòèåì âåêòîðíîãî íóëÿ: ïåðåíîñíîå è îòíî-
ñèòåëüíîå äâèæåíèÿ åñòü ÷èñòûå âðàùåíèÿ ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñ. 11.4.

O O
V

O

~

w W
w

-W

Ðèñ. 11.5
4. Ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñêîðîñòåé, êàê ñëåäóåò èç ï. 1, ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ïîñòóïàòåëüíîå è ÷èñòîå
âðàùåíèå; ïîñòóïàòåëüíîå, â ñâîþ î÷åðåäü (ï. 3), ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïàðà ÷è-
ñòûõ âðàùåíèé, òî åñòü, �ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöåé � â êèíåìàòèêå òâ¼ðäîãî òåëà
ÿâëÿåòñÿ ÷èñòîå âðàùåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå òâ¼ðäîãî
òåëà åñòü ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ òð¼õ ÷èñòûõ âðàùåíèé: ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà ñî-
âåðøàåò ÷èñòîå âðàùåíèå ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ΩΩΩΩΩ, îòíîñèòåëüíî íå¼ äðóãàÿ ïî-
äâèæíàÿ ñèñòåìà ñîâåðøàåò ÷èñòîå âðàùåíèå ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ −ΩΩΩΩΩ, à â íåé
òåëî ñîâåðøàåò ÷èñòîå âðàùåíèå ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωωωωω (ðèñ. 11.5).

5. Ñëîæíîå äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà (� 9). Êàê ïîêàçàíî â ïðåäûäó-
ùåì ïóíêòå, ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé òî÷åê ïîäâèæíîé ñèñòåìû (ïåðåíîñíûå
ñêîðîñòè) � åñòü ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ òð¼õ ÷èñòûõ âðàùåíèé (ðèñ. 11.6), ðàñïðå-
äåëåíèå ñêîðîñòåé â òåëå ïðè äâèæåíèè â ïîäâèæíîé ñèñòåìå (îòíîñèòåëüíûå
ñêîðîñòè) � òàêæå ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ òð¼õ ÷èñòûõ âðàùåíèé (ðèñ. 11.6). Â àá-
ñîëþòíîì äâèæåíèè ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé â òåëå åñòü ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ
øåñòè ÷èñòûõ âðàùåíèé, óêàçàííûõ íà ðèñ. 11.6.

e1

e3

e2O
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ïåð

-W
ïåð
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îòí

Ðèñ. 11.6
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5. �Ìíîãîñëîæíîå� äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà. Ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà ñî-
âåðøàåò äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷¼òà, îòíîñèòåëüíî ýòîé ïîäâèæ-
íîé ñèñòåìû ñîâåðøàåò äâèæåíèå äðóãàÿ ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà è òàê äàëåå, îòíî-
ñèòåëüíî ïîñëåäíåé ïîäâèæíîé ñèñòåìû ñîâåðøàåò äâèæåíèå òâ¼ðäîå òåëî. Òðå-
áóåòñÿ íàéòè ñêîðîñòè òî÷åê òâ¼ðäîãî òåëà. Ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà
è èíäóêöèÿ ïðèâîäÿò ê âûâîäó, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé â òâ¼ðäîì òå-
ëå åñòü ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ ÷èñòûõ âðàùåíèé, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò óãëî-
âûå ñêîðîñòè {ωωωωωi}. Êàæäàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωωωωωi ïðèëîæåíà ê íåïîäâèæíîé äëÿ
äàííîãî ÷èñòîãî âðàùåíèÿ òî÷êå Oi. Ìíîæåñòâî óãëîâûõ ñêîðîñòåé {ωωωωωi} ìîæíî
ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçîâûâàòü: ïðèìåíÿÿ äâà ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ,
óêàçàííûå â ï.2 è ï.3.
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ÃËÀÂÀ 4

ÑÊÎËÜÇßÙÈÅ ÂÅÊÒÎÐÛ

� 12. ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß
È ÈÕ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÛ

Ê òðàäèöèîííîìó îïðåäåëåíèþ âåêòîðà (íàïðàâëåííûé îòðåçîê [3]) äîáàâèì
ìåíåå òðàäèöèîííûå.
Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïðèëîæåííûé âåêòîð � âåêòîð ñ ôèêñèðîâàííîé íà-
÷àëüíîé òî÷êîé. Ñêîëüçÿùèé âåêòîð � âåêòîð, êîòîðûé ìîæíî ïåðåìåùàòü
âäîëü ëèíèè äåéñòâèÿ. Ïàðà � äâà ñêîëüçÿùèõ âåêòîðà a è −a, ëèíèè äåé-
ñòâèÿ êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû, ðàññòîÿíèå ìåæäó ëèíèÿìè � ïëå÷î ïàðû. Ñâî-
áîäíûé âåêòîð � âåêòîð ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé ïðèëîæåíèÿ. Ìíîæåñòâî âåê-
òîðîâ {ai}, i = 1, N , íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ñêîëüçÿùèõ âåêòîðîâ, åñëè
ìíîæåñòâî ðàçðåøåíî ïîäâåðãàòü íèæåñëåäóþùèì äâóì ýêâèâàëåíòíûì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿì.

1ý. Äîáàâëÿòü è èçûìàòü âåêòîðíûé íóëü: äâà âåêòîðà {a, −a}, ðàñïîëîæåí-
íûå íà îäíîé ïðÿìîé (ðèñ. 12.1).

O Ba -a

Ðèñ. 12.1

Oa

à)

O Ba -a a

á)

Ba

â)

Ðèñ. 12.2
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Ââåä¼ííîå ïðåîáðàçîâàíèå äîçâîëÿåò ïåðåìåùàòü îòäåëüíûé âåêòîð a âäîëü
ïðÿìîé, íà êîòîðîé îí ðàñïîëîæåí. Äëÿ ïåðåìåùåíèÿ íóæíî äîáàâèòü ê âåê-
òîðó a (ðèñ. 12.2 à)) âåêòîðíûé íóëü {−a, a} (ðèñ. 12.2 á)) è èçúÿòü âåêòîðíûé
íóëü {a, −a} (ðèñ. 12.2 â)).

Ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå 1ý îïðàâäûâàåò òåðìèí �ñêîëüçÿùèé âåêòîð�.
2ý. Äâà âåêòîðà a è b ñ îáùåé íà÷àëüíîé òî÷êîé O ìîæíî çàìåíèòü èõ

âåêòîðíîé ñóììîé c = a + b (ðèñ. 12.3).

a

b c a b= +

O

Ðèñ. 12.3

Âåêòîð c, îòëîæåííûé èç òî÷êè O, ìîæíî çàìåíèòü íà ðåçóëüòàò ðàçëîæåíèÿ
ïî äâóì ïðÿìûì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êó O (ïðÿìûå è âåêòîð c ðàñïîëîæåíû
â îäíîé ïëîñêîñòè, ðèñ. 12.3).
Îïðåäåëåíèå 12.2. Äâà ìíîæåñòâà ñêîëüçÿùèõ âåêòîðîâ íàçûâàþòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíûìè, åñëè îò îäíîãî ìíîæåñòâà ê äðóãîìó âîçìîæåí ïåðåõîä ïðè ïîìîùè
ïðåîáðàçîâàíèé 1ý è 2ý.
Îïðåäåëåíèå 12.3. Ãëàâíûì âåêòîðîì R ìíîæåñòâà ñêîëüçÿùèõ âåêòîðîâ
{ai}, i = 1, N , íàçûâàåòñÿ ñóììà

R =
N∑

i=1

ai (12.1)

� ðåçóëüòàò òàêîãî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðîâ ai, ÷òî ó íèõ ñîâïàäàþò
íà÷àëüíûå òî÷êè, è ïîñëåäóþùåãî èõ ñëîæåíèÿ.
Ãëàâíûé âåêòîð � ñâîáîäíûé âåêòîð, åãî òî÷êà ïðèëîæåíèÿ íå îïðåäåëåíà.
Îïðåäåëåíèå 12.4. Ìîìåíò MO(ai) âåêòîðà ai îòíîñèòåëüíî òî÷êè O
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

MO(ai) = [ri, ai], (12.2)

ãäå âåêòîð ri ïðîâåä¼í èç òî÷êè O ê ïðÿìîé, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåí âåêòîð ai

(ðèñ. 12.4).
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Ðèñ. 12.4

Òî÷êà O ïðèíèìàåòñÿ çà íà÷àëüíóþ òî÷êó ìîìåíòà MO(ai), òî-åñòü, ìîìåíò �
ïðèëîæåííûé âåêòîð.
Çàìå÷àíèå 12.1. Ñêîðîñòü òî÷êè B ïðè ÷èñòîì âðàùåíèè òåëà (îïðåäåëåíèå
11.2, VO = 0) åñòü ìîìåíò óãëîâîé ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî òî÷êè B:

VB = [ωωωωω, OB] = [ωωωωω, −BO] = [BO, ωωωωω] = MB(ωωωωω), (12.3)

èñïîëüçîâàíû ôîðìóëû (11.3), (12.2), ðèñ. 11.1, ðèñ. 12.4.
Îïðåäåëåíèå 12.5. Ãëàâíûì ìîìåíòîì MO ìíîæåñòâà ñêîëüçÿùèõ âåêòî-
ðîâ {ai}, i = 1, N , íàçûâàåòñÿ ñóììà âåêòîðîâ MO(ai), îòëîæåííûõ èç òî÷êè O:

MO =
N∑

i=1

MO(ai) =
N∑

i=1

[ri, ai]. (12.4)

Ãëàâíûé ìîìåíò MO òàêæå ïðèëîæåííûé âåêòîð � ê òîé òî÷êå O, îòíîñèòåëüíî
êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ. Èç îïðåäåëåíèé 12.3, 12.5 âèäíî, ÷òî ïðè ýêâèâàëåíòíûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ 1ý è 2ý ãëàâíûé âåêòîð è ãëàâíûé ìîìåíò íå èçìåíÿþòñÿ.
Îïðåäåëåíèå 12.6. Ãëàâíûé âåêòîð R è ãëàâíûé ìîìåíò MO íàçûâàþòñÿ
âåêòîðíûìè èíâàðèàíòàìè ìíîæåñòâà ñêîëüçÿùèõ âåêòîðîâ.
Òåîðåìà 12.1 (î ïåðåíîñå ïîëþñà). Ãëàâíûå ìîìåíòû îòíîñèòåëüíî òî÷åê
O è A ñâÿçàíû ôîðìóëîé

MA = MO − [OA, R], (12.5)

ãäå R � ãëàâíûé âåêòîð ìíîæåñòâà ñêîëüçÿùèõ âåêòîðîâ.
¤ Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé (ñì. ðèñ. 12.4
è (12.1)):

MA =
N∑

i=1

[ρρρρρi, ai] =
N∑

i=1

[ri −OA, ai] =
N∑

i=1

[ri, ai]− [OA,

N∑
i=1

ai] = MO − [OA, R].

¥
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Òåîðåìà 12.1 äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü êàðòèíó ðàñïðåäåëåíèÿ ãëàâíûõ
ìîìåíòîâ MA ïî ïðîñòðàíñòâó.
Çàìå÷àíèå 12.2. Èç ôîðìóëû (12.5) ñëåäóåò, ÷òî ïðè R = 0 ãëàâíûå ìîìåíòû
íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè ê òî÷êå. Â ýòîì ñëó÷àå ãëàâíûé ìîìåíò �
ñâîáîäíûé âåêòîð. Òàêàÿ êàðòèíà èìååò ìåñòî äëÿ ïàðû {a, −a} ïðè ëþáîì
ïëå÷å � ðàññòîÿíèè ìåæäó ëèíèÿìè, íà êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ýëåìåíòû ïàðû
a è −a.
Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ R 6= 0. Óêàæåì íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ èç ôîðìóëû (12.5)
ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèÿ ãëàâíûõ ìîìåíòîâ â ýòîì ñëó÷àå.

1. Åñëè òî÷êè O è A ðàñïîëîæåíû íà ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé R, òî äëÿ ãëàâ-
íûõ ìîìåíòîâ âûïîëíÿåòñÿ MA = MO (ðèñ. 12.5).

O

AR M
A

M
O

Ðèñ. 12.5

2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê O è A âûïîëíÿåòñÿ

(R, MA) = (R, MO). (12.6)

Îïðåäåëåíèå 12.7. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (R, MO) ãëàâíîãî âåêòîðà R íà
ãëàâíûé ìîìåíò MO íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì èíâàðèàíòîì ìíîæåñòâà ñêîëü-
çÿùèõ âåêòîðîâ.
Âûðàæåíèå (R, MO) èíâàðèàíòíî íå òîëüêî ïðè ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèÿõ 1ý è 2ý, òàê êàê èíâàðèàíòíû ñîìíîæèòåëè, íî è ïðè âû÷èñëåíèè ãëàâíîãî
ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî ðàçíûõ òî÷åê O è A.

R
Ïð

R
MA

A
MA

B
MB

O MO

Ïð
R
MO

Ðèñ. 12.6

3. Åñëè ïîäåëèòü ñîîòíîøåíèå (12.6) íà èíâàðèàíòíîå ÷èñëî R � âåëè÷èíó
ãëàâíîãî âåêòîðà, òî â îáåèõ ÷àñòÿõ ïîëó÷èì ïðîåêöèè ãëàâíîãî ìîìåíòà íà
íàïðàâëåíèå ãëàâíîãî âåêòîðà:

ÏðRMA = (R/R, MA) = (R/R, MO) = ÏðRMO (12.7)
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� åù¼ îäèí èíâàðèàíò, íå ìåíÿþùèéñÿ è ïðè ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ
è ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè ê òî÷êå (ðèñ. 12.6).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè ê òî÷êå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî
�ïîïåðå÷íàÿ� ñîñòàâëÿþùàÿ ãëàâíîãî ìîìåíòà, è, êîãäà ãëàâíûé ìîìåíò ïà-
ðàëëåëåí ãëàâíîìó âåêòîðó ([R, MB] = 0), �ïîïåðå÷íàÿ� ñîñòàâëÿþùàÿ ðàâíà
íóëþ, è âåëè÷èíà ãëàâíîãî ìîìåíòà ìèíèìàëüíà (ðèñ. 12.6).
Îïðåäåëåíèå 12.8. Ïðÿìàÿ, äëÿ òî÷åê B êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ [R, MB] = 0,
íàçûâàåòñÿ îñüþ ìèíèìàëüíûõ ìîìåíòîâ èëè îñüþ âèíòà. Âåëè÷èíà ìè-
íèìàëüíîãî ãëàâíîãî ìîìåíòà ðàâíà

min
B

MB =
1

R
(R, MO). (12.8)

Òåðìèí � îñü âèíòà � áóäåò ïîÿñí¼í äàëåå. Îñü ìèíèìàëüíûõ ìîìåíòîâ ïà-
ðàëëåëüíà ãëàâíîìó âåêòîðó R (ñâîéñòâî 1), ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàéòè îäíó
ïðèíàäëåæàùóþ åé òî÷êó. Óäîáíî èñêàòü òî÷êó B, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ
OB⊥R, O � òî÷êà, ãëàâíûé ìîìåíò MO îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èçâåñòåí. Óìíî-
æèì MB = MO − [OB, R] (ñì. (12.5)) âåêòîðíî íà R, ñ ó÷¼òîì [R, MB] = 0 è
OB⊥R ïîëó÷èì ðåçóëüòàò:

0 = [R, MB] = [R, MO]− [R, [OB, R]] = [R, MO]−OB(R, R) + R(R, OB) =

= [R, MO]−OBR2,

èç êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ðàñïîëîæåíèå òî÷êè B: OB = [R, MO]/R2, � è óðàâíå-
íèå äëÿ îñè ìèíèìàëüíûõ ìîìåíòîâ (îñè âèíòà)

r =
1

R2
[R, MO] + λR, (12.9)

ãäå λ � ïðîèçâîëüíûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è
òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå ïî ñðàâíåíèþ ñ (12.9) óðàâíåíèÿ
äëÿ ïðÿìîé ëèíèè è îñè ìèíèìàëüíûõ ìîìåíòîâ [1, 3, 10, 14].
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� 13. ÏÐÈÂÅÄÅÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÑÊÎËÜÇßÙÈÕ ÂÅÊÒÎÐÎÂ
Ê ÂÈÍÒÓ. ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÄÂÓÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ
ÑÊÎËÜÇßÙÈÕ ÂÅÊÒÎÐÎÂ
Îïðåäåëåíèå 13.1. Âèíòîì íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü: ïðÿìàÿ ëèíèÿ � îñü
âèíòà; ðàñïîëîæåííûé íà îñè ñêîëüçÿùèé âåêòîð R; ðàñïîëîæåííûé íà îñè ìî-
ìåíò MB îòíîñèòåëüíî òî÷êè B îñè âèíòà. Ìîìåíò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
ïàðîé, ëåæàùåé â ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê îñè âèíòà ïëîñêîñòè. Åñëè ýëåìåíòû ai

� óãëîâûå ñêîðîñòè, ãîâîðÿò êèíåìàòè÷åñêèé âèíò, ýëåìåíòû ai � ñèëû, ãî-
âîðÿò ñòàòè÷åñêèé âèíò.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ñêîëüçÿùèõ âåêòîðîâ {ai}, i = 1, N ,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ñîñòîÿùåé èç ââåä¼ííûõ â � 12 ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ 1ý è 2ý, ïðèâîäèòñÿ ê âèíòó. Äëÿ ìíîæåñòâà {ai}, i = 1, N , ïî ôîð-
ìóëàì (12.1) è (12.4) âû÷èñëÿþòñÿ ãëàâíûé âåêòîð R è ãëàâíûé ìîìåíò MO

îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè O. Ïðåäïîëàãàåòñÿ R 6= 0, ïðè R = 0 âèíò íå
îïðåäåë¼í. Âåêòîðû R, MO è òî÷êà O ïî ôîðìóëå (12.9) îäíîçíà÷íî çàäàþò îñü
ìèíèìàëüíûõ ìîìåíòîâ (12.9) � îñü âèíòà (îïðåäåëåíèå 12.8). Âîçüì¼ì íåêî-
òîðóþ òî÷êó B íà îñè âèíòà è êàæäûé ýëåìåíò ai ìíîæåñòâà {ai}, i = 1, N ,
ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçóåì (ðèñ. 13.1): äîáàâèì ê òî÷êå B âåêòîðíûé íóëü {ai,
−ai}.

a
i a

i

-a
i

a
i

M
i

B + { }ïàðà
~B

Ðèñ. 13.1

a
1

M
1

B
+ { }ïàðû

M
N

a
N

... ...

a
1

a
N

...

B

MB

R

a -a
~~

Ðèñ. 13.2
Ýëåìåíò ai ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå âåêòîðà ai, îòëîæåííîãî èç òî÷-
êè B îñè âèíòà, ïëþñ ïàðà {ai, −ai} ñ ìîìåíòîì Mi (ìîìåíò ïàðû � ñâîáîäíûé
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âåêòîð, çàìå÷àíèå 12.2). Ïðîäåëàâ ýòó îïåðàöèþ ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ai ìíîæå-
ñòâà {ai}, i = 1, N , ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçóåì ìíîæåñòâî {ai} â ïó÷îê âåêòîðîâ
ai, îòëîæåííûõ èç òî÷êè B îñè âèíòà, ïëþñ ñîâîêóïíîñòü ïàð {ai, −ai} ñ ìî-
ìåíòàìè Mi (ðèñ. 13.2). Ïó÷îê âåêòîðîâ ai, îòëîæåííûõ èç òî÷êè B, çàìåíèì
èõ âåêòîðíîé ñóììîé (ïðåîáðàçîâàíèå 2ý). Ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ ðàâåí ïî îïðå-
äåëåíèþ 12.2 ãëàâíîìó âåêòîðó R =

N∑
i=1

ai. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ýòî
âåêòîð, ïðèëîæåííûé ê òî÷êå B è íàïðàâëåííûé ïî îñè âèíòà (îïðåäåëåíèå
12.8). Âêëàä ïàð â ãëàâíûé ìîìåíò � íóëåâîé.

Ïðèâåä¼ì äâà ðåçóëüòàòà èç òåîðèè ïàð [14].
Òåîðåìà 13.1. Èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü:

{Îò ïàðû {a, −a} ê ïàðå {b, −b} ñóùåñòâóåò ïåðåõîä
ïðè ïîìîùè ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 1ý è 2ý � 12.}

m
{Ìîìåíòû M1 è M2, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàì {a, −a} è {b, −b},

ñîâïàäàþò: M1 = M2 = M}
¤ Óòâåðæäåíèå ⇓ ñëåäóåò èç èíâàðèàíòíîñòè ãëàâíîãî ìîìåíòà ïðè ïðåîáðàçî-
âàíèÿõ 1ý è 2ý. Óòâåðæäåíèå ⇑ åñòü ñëåäñòâèå òð¼õ âñïîìîãàòåëüíûõ ôàêòîâ:
ïðè ïîìîùè ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 1ý è 2ý ìîæíî
1. ïîâåðíóòü ïàðó â ñâîåé ïëîñêîñòè;
2. èçìåíèòü ïëå÷î ïàðû;
3. ïåðåíåñòè ïàðó â ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòü.
Îáîñíîâàíèå ýòèõ ôàêòîâ è äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ⇑ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷è-
òàòåëþ (ñì. [14]). ¥

a

b

c

-a

-b

-cA

B

Ðèñ. 13.3

Òåîðåìà 13.2. Äâå ïàðû ñ ìîìåíòàìè M1 è M2 ìîæíî ýêâèâàëåíòíî çàìåíèòü
îäíîé ïàðîé ñ ìîìåíòîì M = M1 + M2.
¤ Âîçüì¼ì íà ëèíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îäíîâðåìåííî M1 è M2, äâå òî÷êè A, B
è â ñèëó òåîðåìû 13.1 ñäåëàåì â èñõîäíûõ ïàðàõ òàêîé ýêâèâàëåíòíûé ïåðåõîä
ê ïàðàì {a, −a}, {b, −b}, ÷òîáû ýëåìåíòû ïàð a, b áûëè ïðèëîæåíû ê òî÷êå
A, à ýëåìåíòû −a, −b � ê òî÷êå B (ðèñ. 13.3): M1 = [AB, a], M2 = [AB, b].
Ñëîæåíèå äâóõ âåêòîðîâ, ïðèëîæåííûõ ê òî÷êå A, è äâóõ âåêòîðîâ � ê òî÷êå
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B, ïðèâîäèò ê èñêîìîé ïàðå: äëÿ ãëàâíîãî ìîìåíòà âûïîëíÿåòñÿ
M = M1 + M2 = [AB, a] + [AB, b] = [AB, a + b] = [AB, c]. ¥
Òåîðåìà 13.2 ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ãëàâíûé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî òî÷êè B:
MB =

N∑
i=1

Mi. Âêëàä âåêòîðîâ ai, ïðèëîæåííûõ ê òî÷êå B, â ãëàâíûé ìîìåíò
MB íóëåâîé. Ãëàâíûé ìîìåíò MB � èíâàðèàíò ïðåîáðàçîâàíèé 1ý, 2ý è, òàê
êàê òî÷êà B ïðèíàäëåæèò îñè âèíòà, ïî îïðåäåëåíèþ 12.6 âåêòîð MB íàïðàâ-
ëåí ïî ýòîé îñè è ïðåäñòàâèì â âèäå ïàðû (ðèñ. 13.2).
Ïðîâåä¼ííûå ðàññóæäåíèÿ äàþò âîçìîæíûì ñ÷èòàòü äîêàçàííûì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 13.3. Ëþáîå ìíîæåñòâî ñêîëüçÿùèõ âåêòîðîâ (îïðåäåëåíèå 12.1) ýê-
âèâàëåíòíî (îïðåäåëåíèå 12.2) âèíòó (îïðåäåëåíèå 13.1).
Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìíîæåñòâà ñêîëüçÿùèõ âåêòîðîâ {ai}, i = 1, N ,
ê âèíòó.

1. Ïî ôîðìóëàì (12.1) è (12.4) âû÷èñëÿþòñÿ ãëàâíûé âåêòîð R è ãëàâíûé
ìîìåíò MO îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè O:

R =
N∑

i=1

ai, MO =
N∑

i=1

[OOi, ai], (13.1)

ãäå Oi � òî÷êà ïðèëîæåíèÿ âåêòîðà ai. Ïðè R = 0 âèíò íå îïðåäåë¼í.
2. Ïðè R 6= 0 ôîðìóëà (12.9) îäíîçíà÷íî çàäà¼ò îñü ìèíèìàëüíûõ ìîìåíòîâ

� îñü âèíòà (îïðåäåëåíèå 12.8):

r =
1

R2
[R, MO] + λR, (13.2)

ãäå λ � ïðîèçâîëüíûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.
3. Ê ïðîèçâîëüíîé òî÷êå B îñè âèíòà ïðèêëàäûâàåòñÿ âåêòîð, ðàâíûé ãëàâ-

íîìó âåêòîðó R, è ìîìåíò, ðàâíûé âåêòîðó (ñì. (12.8))

MB =
(R, MO)

R2
R. (13.3)

Ìîìåíò MB ìîæíî çàìåíèòü ïàðîé {a, −a}, ìîìåíò êîòîðîé ðàâåí MB (ðèñ.
13.2).
Ïðèìåðû ïðèâåäåíèÿ ìíîæåñòâà ñêîëüçÿùèõ âåêòîðîâ ê âèíòó áóäóò ðàññìîò-
ðåíû â � 14.
Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ðåçóëüòàò îá ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îïðåäåëåíèþ 12.2
äâóõ ìíîæåñòâ ñêîëüçÿùèõ âåêòîðîâ.
Òåîðåìà 13.4.

{Äâà ìíîæåñòâà ñêîëüçÿùèõ âåêòîðîâ {ai} è {bi} ýêâèâàëåíòíû.}
m
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{Ìíîæåñòâà {ai} è {bi} èìåþò îäèíàêîâûå ãëàâíûé âåêòîð R
è ãëàâíûé ìîìåíò MO îòíîñèòåëüíî êàêîé-íèáóäü òî÷êè O.}

¤ Óòâåðæäåíèå ⇓ ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 12.2 ýêâèâàëåíòíîñòè è ôàêòà èíâà-
ðèàíòíîñòè âåêòîðîâ R è MO ïðè ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ 1ý è 2ý. Äëÿ
îáîñíîâàíèÿ óòâåðæäåíèÿ ⇑ çàìåòèì, ÷òî ñîâïàäåíèå âåêòîðîâ R è MO âëå÷¼ò
ñîâïàäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâàì âèíòîâ (ñì. àëãîðèòì), à ïðèâåäåíèå
ê âèíòó îáðàòèìî, òàê êàê îáðàòèìû ïðåîáðàçîâàíèÿ 1ý è 2ý. Ïåðåõîä îò {ai}
ê {bi} ýòî ñîâîêóïíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé: îò {ai} ê âèíòó è îò îáùåãî âèíòà ê
{bi}. ¥
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� 14. ÑÒÀÒÈÊÎ�ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÀÍÀËÎÃÈÈ.
ÏÐÈÌÅÐÛ ÏÐÈÂÅÄÅÍÈß Ê ÂÈÍÒÓ
Ýêâèâàëåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì 1ý è 2ý (� 12) � äîáàâëåíèå è èçúÿòèå âåê-
òîðíîãî íóëÿ, ñëîæåíèå è ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ ñ îáùåé íà÷àëüíîé òî÷êîé �
íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû ìîæíî ïîäâåðãàòü, à íåêîòîðûå íåò. Ïîëîæè-
òåëüíûé (êèíåìàòè÷åñêèé) ïðèìåð áûë ïðèâåä¼í â � 11: ñêîëü óãîäíî ñëîæíîå
äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà � ýòî (ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé) îä-
íîâðåìåííîå ó÷àñòèå âî ìíîãèõ ÷èñòûõ âðàùåíèÿõ ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè ωωωωωi.
Â � 11 áûëî îáîñíîâàíî, ÷òî ê ìíîæåñòâó {ωωωωωi} ìîæíî ïðèìåíÿòü ýêâèâàëåíò-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ 1ý è 2ý. Åù¼ îäèí ïîëîæèòåëüíûé ïðèìåð (ñòàòè÷åñêèé):
ìíîæåñòâî ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òâ¼ðäîå òåëî. Ïîâåäåíèå òåëà ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëåíî ãëàâíûì âåêòîðîì ñèë (� 16, çàêîí äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ) è ãëàâíûì
ìîìåíòîì ñèë (� 17, çàêîí èçìåíåíèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è îäíà
èç ôîðì çàêîíà � äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, � 32). Îáà âåêòîðà (ãëàâ-
íûé âåêòîð è ãëàâíûé ìîìåíò) ïðè ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ 1ý è 2ý íå
ìåíÿþòñÿ, ïîýòîìó ìíîæåñòâî ñèë ìîæíî ýòèì ïðåîáðàçîâàíèÿì ïîäâåðãàòü.
Îòðèöàòåëüíûé ïðèìåð: äâå èçîëèðîâàííûå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè. Ïðè îòñóò-
ñòâèè ñèë êàæäàÿ òî÷êà ïåðåìåùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ (� 15). Åñëè æå ê
òî÷êàì ïðèìåíèòü âåêòîðíûé íóëü {F, −F}, ñîñòàâëåííûé èç äâóõ ñèë, ïðè÷¼ì,
ñèëà F ïðèëîæåíà ê îäíîé òî÷êå, à ñèëà −F ê äðóãîé, òî ñêîðîñòè òî÷åê áóäóò
ìåíÿòüñÿ, òî-åñòü, äîáàâëåíèå âåêòîðíîãî íóëÿ ìåíÿåò ïîâåäåíèå ñèñòåìû.

Ïðèíàäëåæíîñòü óãëîâûõ ñêîðîñòåé â ñëîæíîì äâèæåíèè è ñèë, äåéñòâó-
þùèõ íà òâ¼ðäîå òåëî, ê ñêîëüçÿùèì âåêòîðàì äà¼ò âîçìîæíîñòü àáñòðàãè-
ðîâàòüñÿ îò ôèçè÷åñêîé ñóùíîñòè îáúåêòîâ è èñïîëüçîâàòü òåîðèþ ñêîëüçÿ-
ùèõ âåêòîðîâ, ðàçâèòóþ â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ñ ïåðåíîñîì ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ ñ óãëîâûõ ñêîðîñòåé íà ñèëû è îáðàòíî. Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ
ñòàòèêî-êèíåìàòè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ïðè-
âîäèòñÿ ê âèíòó.

Òàáëèöà 14.1

R MO (R,MO) Êèíåìàòèêà Ñòàòèêà

0 6= 0 Ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå Ïàðà ñèë

6= 0 0 ×èñòîå âðàùåíèå Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ

6= 0 Êèíåìàòè÷åñêèé âèíò Ñòàòè÷åñêèé âèíò

0 0 Ïîêîé Ðàâíîâåñèå

Â òàáëèöå 14.1 ïðåäñòàâëåíî, êàê ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ ê âèíòó èíòåðïðåòèðó-
åòñÿ â çàâèñèìîñòè îò èíâàðèàíòîâ � âåêòîðíûõ R, MO è ñêàëÿðíîãî (R,MO)
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� â êèíåìàòèêå (R � óãëîâàÿ ñêîðîñòü, MO � ñêîðîñòü òî÷êè O, çàìå÷àíèå
12.1) è â ñòàòèêå (R � ñèëà, MO � ìîìåíò ñèëû).

Ïðèâåä¼ì äâà ïðèìåðà ïðèâåäåíèÿ ê âèíòó � êèíåìàòè÷åñêèé è ñòàòè÷å-
ñêèé. Â îáîèõ ïðèìåðàõ âûïîëíÿåòñÿ (R, MO) 6= 0, òî åñòü, ïî òàáëèöå 14.1
ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ � ïîëíîöåííûé âèíò.
Ïðèìåð 14.1 [12, çàäà÷à 4.48]. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå i1, i2, i3 (� 2)
çàäàíû ñêîðîñòè VA = v(i2 + i3), VB = v(i2 + i3), VC = −vi3 òî÷åê A, B, C:
rA = ai1, rB = ai2, rC = ai3, � òâ¼ðäîãî òåëà. Íàéòè êèíåìàòè÷åñêèé âèíò.

Èç ôîðìóëû (4.10) è äàííûõ çàäà÷è ñëåäóåò:

VB = VA + [ωωωωω, AB], [ωωωωω, AB] = 0 (VA = VB),

ωωωωω = kAB = k(rB − rA) = ka(i2 − i1).

Ïîäñòàíîâêà ωωωωω â ôîðìóëó VC = VA+[ωωωωω, AC] (AC = rC−rA) ïðèâîäèò ê ðåçóëü-
òàòàì: k = −v/a2, ωωωωω = (i1− i2)v/a. Ïî ôîðìóëå (4.10) âû÷èñëÿåòñÿ ñêîðîñòü íà-
÷àëüíîé òî÷êè O áàçèñà: VO = VA + [ωωωωω, AO] = vi2, (AO = −rA = −ai1). Ñëåäóÿ
çàìå÷àíèþ 12.1, ïðèíèìàåì â êà÷åñòâå ãëàâíîãî âåêòîðà R = ωωωωω = (i1 − i2)v/a,
ãëàâíîãî ìîìåíòà MO = VO = vi2 è èñïîëüçóåì àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ê âèíòó
� 13. Ôîðìóëà (13.2) çàäà¼ò îñü âèíòà:

r =
1

R2
[R, MO] + λR = a(λi1 − λi2 + i3/2).

Ïðîåêöèÿ ôîðìóëû íà íàïðàâëåíèÿ îðòîâ: x1 = λa, x2 = −λa, x3 = a/2, � è
èñêëþ÷åíèå ïàðàìåòðà λ ïðèâîäèò ê áîëåå ïîíÿòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ îñè âèíòà
x1 +x2 = 0, x3 = a/2. Íà îñè âèíòà ðàñïîëàãàþòñÿ ãëàâíûé âåêòîð R è ãëàâíûé
ìîìåíò (ñì. (13.3)) M:

R = ωωωωω = (i1 − i2)v/a, M = V = (i2 − i1)v/2.

Òåëî, êàê ãàéêà ïðè íàêðó÷èâàíèè íà âèíò, ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü îñè âèíòà ñî
ñêîðîñòüþ V = |M| = v/

√
2 è âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè âèíòà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ

ω = |R| = v
√

2/a.
Ïðèìåð 14.2 [11, çàäà÷à 7.12]. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå i1, i2, i3 (i3 �
íàïðàâëåíèå îò öåíòðà Çåìëè) íà ðàäèîìà÷òó äåéñòâóþò: ñèëà âåñà G = −G i3,
ñèëà íàòÿæåíèÿ àíòåííû F = F i2 è ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë äàâëåíèÿ âåòðà
P = P i1. Ñèëû ïðèëîæåíû ê òî÷êàì: rG = l i3, rF = H i3, rP = h i3. Íàéòè
ñòàòè÷åñêèé âèíò.

Ñëåäóÿ àëãîðèòìó � 13, âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëàì (13.1) ãëàâíûé âåêòîð R è
ãëàâíûé ìîìåíò MO îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîé òî÷êè O áàçèñà:

R = P i1 + F i2 −G i3, MO = −FH i1 + Ph i2.

Äàëåå âû÷èñëÿåì âñïîìîãàòåëüíûå îáúåêòû

R2 = P 2 + F 2 + G2, (R, MO) = PF (h−H),
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[R, MO] = PGh i1 + FGh i2 + (P 2h + F 2H) i3

è ïî ôîðìóëå (13.2) îñü âèíòà

r =
PGh i1 + FGh i2 + (P 2h + F 2H) i3

P 2 + F 2 + G2
+ λ(P i1 + F i2 −G i3).

Ïðîåêöèÿ ôîðìóëû íà íàïðàâëåíèÿ îðòîâ è ïðèðàâíèâàíèå íóëþ êîîðäèíàòû
x3 ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó λ = (P 2h + F 2H)/{G(P 2 + F 2 + G2)} è ê òî÷êå ïåðå-
ñå÷åíèÿ îñüþ âèíòà ïëîñêîñòè {x1, x2}:

x1 =
P (P 2h + F 2H + G2h)

G(P 2 + F 2 + G2)
, x2 =

F (P 2h + F 2H + G2H)

G(P 2 + F 2 + G2)
, x3 = 0,

à íàïðàâëåíèåì îñè âèíòà ÿâëÿåòñÿ R = P i1 +F i2−G i3 (äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå
îñè âèíòà). Íà îñè âèíòà ðàñïîëàãàþòñÿ: ñèëà � ãëàâíûé âåêòîð R è ìîìåíò
M ïàðû (ñì. (13.3)) ñ âåëè÷èíàìè

R =
√

P 2 + F 2 + G2, M =
PF (h−H)√
P 2 + F 2 + G2

.
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�Íüþòîí, ïðîñòè ìåíÿ! Â òâî¼ âðåìÿ òû íàø¼ë òîò
åäèíñòâåííûé ïóòü, êîòîðûé áûë ïðåäåëîì âîçìîæíî-
ãî äëÿ ÷åëîâåêà âåëè÷àéøåãî óìà è òâîð÷åñêîé ñèëû...
Ïóñòü íèêòî íå äóìàåò, ÷òî âåëèêîå ñîçäàíèå Íüþòî-
íà ìîæåò áûòü íèñïðîâåðãíóòî òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè
èëè êàêîé-íèáóäü äðóãîé òåîðèåé. ßñíûå è øèðîêèå èäåè
Íüþòîíà íàâå÷íî ñîõðàíÿò ñâî¼ çíà÷åíèå ôóíäàìåíòà, íà
êîòîðîì ïîñòðîåíû íàøè ñîâðåìåííûå ôèçè÷åñêèå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ�.
À. Ýéíøòåéí. Ñîáðàíèå íàó÷íûõ òðóäîâ, ò. IV. Ì., èçä-âî
�Íàóêà�, 1967. Ñ. 270.

ÄÈÍÀÌÈÊÀ

ÃËÀÂÀ 5
ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÇÀÊÎÍÛ ÄÈÍÀÌÈÊÈ Â

ÈÍÅÐÖÈÀËÜÍÛÕ È ÍÅÈÍÅÐÖÈÀËÜÍÛÕ
ÑÈÑÒÅÌÀÕ ÎÒÑ×�ÒÀ

� 15. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÒÎ×ÊÈ

Ââåä¼ì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ.
Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà � ãåîìåòðè÷åñêàÿ òî÷êà, êîòîðîé ïîñòàâëåíî â ñîîò-
âåòñòâèå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî m (ìàññà), íå ìåíÿþùååñÿ âî âðåìÿ äâèæåíèÿ
(îïðåäåëåíèå 1.1). Ñîñòîÿíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè: å¼ ïîëîæåíèå r è ñêî-
ðîñòü V.
Èçîëèðîâàííàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà � òî÷êà, íå âçàèìîäåéñòâóþùàÿ ñ
äðóãèìè òî÷êàìè.
Èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà � ñèñòåìà, â êîòîðîé èçîëèðîâàííàÿ ìàòå-
ðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ: V = ṙ = const (ïåðâûé
çàêîí Íüþòîíà).
Èìïóëüñîì � êîëè÷åñòâîì äâèæåíèÿ � òî÷êè íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå
Q = mV = mṙ.
Ïî ïåðâîìó çàêîíó Íüþòîíà äëÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êè â èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå îòñ÷¼òà âûïîëíÿåòñÿ

Q = mV = mṙ = const.
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Ó íåèçîëèðîâàííîé òî÷êè â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà èìïóëüñ èç-
ìåíÿåòñÿ.
Ñèëîé F, äåéñòâóþùåé íà íåèçîëèðîâàííóþ òî÷êó (ìåðîé âçàèìîäåéñòâèÿ ñ
äðóãèìè òî÷êàìè) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ îò èìïóëüñà ïî âðåìåíè t (âòîðîé
çàêîí Íüþòîíà):

Q̇ = mV̇ = mW = mr̈ = F(t, r, ṙ). (15.1)

Â íüþòîíîâîé êîíå÷íîìåðíîé ìåõàíèêå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèëà ìîæåò çàâè-
ñåòü òîëüêî îò óêàçàííûõ àðãóìåíòîâ: âðåìåíè t è ñîñòîÿíèÿ òî÷êè � ïîëîæå-
íèÿ r è ñêîðîñòè V = ṙ. Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè óðàâíåíèå (15.1) áóäåò èìåíî-
âàòüñÿ óðàâíåíèå Íüþòîíà.
Ðàññìîòðèì íåèçîëèðîâàííóþ òî÷êó â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼-
òà. Åñëè ôîðìóëó (7.10) äëÿ óñêîðåíèÿ â ïîäâèæíîé ñèñòåìå óìíîæèòü íà ìàñ-
ñó m, ñ ó÷¼òîì (15.1) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

mWàáñ = mW = mWïåð + mWîòí + mWêîð = F,

èç êîòîðîé ñëåäóåò, êàê íóæíî ïîäïðàâèòü âòîðîé çàêîí Íüþòîíà (15.1), ÷òîáû
îí ðàáîòàë â ïðîèçâîëüíîé (ïîäâèæíîé, íåèíåðöèàëüíîé) ñèñòåìå îòñ÷¼òà:

mWîòí = F + Jïåð + Jêîð . (15.2)

Ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïåðåíîñíîé è êîðèîëèñîâîé ñèë èíåðöèè:
Jïåð = −mWïåð , Jêîð = −mWêîð = −2m[ωωωωωïåð , Vîòí ], (15.3)

(ñì. (7.9)).
Ïðèìåð 15.1. Ñèñòåìà êîîðäèíàò âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé âåðòèêàëüíîé îñè
e3 ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωωωωω(t) = ω(t)e3. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìîæåò ïåðåìåùàòü-
ñÿ âäîëü îñè e2: r = ye2 (ðèñ. 15.1). Ïðè äâèæåíèè òî÷êà èñïûòûâàåò òðåíèå
ñêîëüæåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ f . Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè.

O

e1

e2

e3

J
t

ïåð

J
êîð

F

N

G

Jn

ïåð

m

Ðèñ. 15.1
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Ïðè ïåðåõîäå â ïîäâèæíóþ ñèñòåìó ââîäÿòñÿ ñèëû èíåðöèè (ñì. (15.3)):

Jïåð = −mWïåð = −mWïåð
n −mWïåð

τ = Jïåð
n + Jïåð

τ = mω2(t)ye2 + mω̇(t)ye1,

Jêîð = −mWêîð = −2m[ωωωωωïåð , Vîòí ] = 2mω(t)ẏe1

(ñì. ñíîñêó íà ñòð. 29). Íà òî÷êó äåéñòâóþò ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ
F = −Fe2sign ẏ, ñèëà òÿæåñòè G = −mge3 è íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ N (ðèñ.
15.1). Ïðîåêöèÿ óðàâíåíèÿ Íüþòîíà (15.1) íà îñü e2 ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ
mÿ = mω2(t)y − F . Äëÿ âåëè÷èíû F ñèëû òðåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ F = fN , f
� êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ, N � âåëè÷èíà íîðìàëüíîé ðåàêöèè. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ íîðìàëüíîé ðåàêöèè N ñïðîåêòèðóåì óðàâíåíèå Íüþòîíà (15.1) íà
ïëîñêîñòü {e1, e3}:

0 = N + G + Jïåð
τ + Jêîð = N−mge3 + mω̇(t)ye1 + 2mω(t)ẏe1.

Èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ N è å¼ âåëè÷èíà

N =

√
m2g2 +

(
mω̇(t)y + 2mω(t)ẏ

)2

. Ïî ôóíêöèè N âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà ñè-
ëû òðåíèÿ, ïîäñòàíîâêà êîòîðîé â óðàâíåíèå Íüþòîíà ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà
ìàññó m ïðèâîäèò ê îêîí÷àòåëüíîìó âèäó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè:

ÿ = ω2(t)y − f

√
g2 +

(
ω̇(t)y + 2ω(t)ẏ

)2

sign ẏ

� íåëèíåéíîìó íåñòàöèîíàðíîìó îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.
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� 16. ÑÈÑÒÅÌÀ ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÛÕ ÒÎ×ÅÊ.
ÇÀÊÎÍ ÈÇÌÅÍÅÍÈß ÈÌÏÓËÜÑÀ

Ñèñòåìà ñîñòîèò èç N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (ðèñ. 16.1). Ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ñèñòåìå, íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè
è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåêòîðíûé íóëü: äâà âåêòîðà {Fâíóòð , −Fâíóòð }, ðàñïîëî-
æåííûå íà îäíîé ïðÿìîé (òðåòèé çàêîí Íüþòîíà). Ñèëû Fâíåøí , äåéñòâóþ-
ùèå íà òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ñèñòåìå, è âûçâàííûå âçàèìîäåéñòâèåì ñ òî÷êà-
ìè, íå ïðèíàäëåæàùèìè ñèñòåìå, íàçûâàþòñÿ âíåøíèìè.

rN

m1

m2

mN

r1

rC C
r2

.
.
.

F
âíåøí

-F
âíóòð

F
âíóòð

Ðèñ. 16.1

Îïðåäåëåíèå 16.1. Öåíòð èíåðöèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå

rC =
1

m

N∑
i=1

miri, m =
N∑

i=1

mi. (16.1)

Äëÿ òâ¼ðäîãî òåëà âìåñòî òåðìèíà �öåíòð èíåðöèè� óïîòðåáëÿåòñÿ òåðìèí
�öåíòð ìàññ� .
Öåíòð èíåðöèè ðàñïîëàãàåòñÿ �âíóòðè� ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê: ïðèíàä-
ëåæèò âûïóêëîé îáîëî÷êå ñèñòåìû � ìíîæåñòâó òî÷åê r =

N∑
i=1

λiri, λi ≥ 0,
N∑

i=1

λi = 1 (λi = mi/m). Ïîâåäåíèå öåíòðà èíåðöèè îïðåäåëÿåò �ïî êðóïíîìó�
ïîâåäåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.
Îïðåäåëåíèå 16.2. Èìïóëüñ � êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ � ñèñòåìû ìàòå-
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ðèàëüíûõ òî÷åê âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Q =
N∑

i=1

miVi =
N∑

i=1

miṙi. (16.2)

Èìïóëüñ ñèñòåìû � ãëàâíûé âåêòîð (îïðåäåëåíèå 12.3) èìïóëüñîâ îòäåëüíûõ
òî÷åê � è ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì âåêòîðîì (ñ íåîïðåäåë¼ííîé òî÷êîé ïðèëîæå-
íèÿ). Èç (16.1) ñëåäóåò mrC =

N∑
i=1

miri, à ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìå-
íè t:

mṙC = mVC =
N∑

i=1

miṙi =
N∑

i=1

miVi = Q, (16.3)

òî åñòü, èìïóëüñ ðåàãèðóåò òîëüêî íà äâèæåíèå öåíòðà èíåðöèè:

Q = mVC . (16.4)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t ñîîòíîøåíèÿ (16.3)

mr̈C = mV̇C =
N∑

i=1

mir̈i =
N∑

i=1

miV̇i = Q̇,

ó÷¼ò óðàâíåíèÿ Íüþòîíà (15.1) (miV̇i = mr̈i = Fâíåøí
i + Fâíóòð

i )

Q̇ = mV̇C = mWC = mr̈C =
N∑

i=1

mir̈i =
N∑

i=1

miV̇i =
N∑

i=1

(Fâíåøí
i + Fâíóòð

i )

è òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî �äåéñòâèå ðàâíî ïðîòèâîäåéñòâèþ� (
N∑

i=1

Fâíóòð
i = 0),

ïðèâîäèò ê çàêîíó èçìåíåíèÿ èìïóëüñà � êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ � è ê
çàêîíó äâèæåíèÿ öåíòðà èíåðöèè

Q̇ = Râíåøí , mWC = Râíåøí , (16.5)

îáîçíà÷åíî Râíåøí � ãëàâíûé âåêòîð âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó:
Râíåøí =

N∑
i=1

Fâíåøí
i . Åñëè ïðîåêöèÿ Râíåøí

z âåêòîðà Râíåøí íà íåêîòîðîå íà-
ïðàâëåíèå z ðàâíà íóëþ, òî èìåþò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà �
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ: Qz = const, � è ðàâíîìåðíîñòü äâèæåíèÿ â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè öåíòðà èíåðöèè: Vz = const.

Åñëè èìïóëüñ è óñêîðåíèå öåíòðà èíåðöèè èçìåðÿþòñÿ â íåèíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå îòñ÷¼òà, òî íàäî ê êàæäîé òî÷êå äîáàâèòü ñèëû èíåðöèè (15.3) è äîáà-
âèòü â ïðàâûå ÷àñòè çàêîíîâ (16.5) ãëàâíûå âåêòîðû Rïåð , Rêîð ïåðåíîñíûõ è
êîðèîëèñîâûõ ñèë èíåðöèè. Âû÷èñëèì, ê ïðèìåðó, Rêîð (ñì. (15.3) è (16.3)):

Rêîð = −2
N∑

i=1

mi[ωωωωω
ïåð , Vîòí

i ] = −2[ωωωωωïåð ,

N∑
i=1

miV
îòí
i ] = −2m[ωωωωωïåð , Vîòí

C ].
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Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ãëàâíîãî âåêòîðà Rïåð ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòó
Rïåð = −mWïåð

C , òî åñòü, ïîïðàâêè â çàêîíû (16.5) ïðè ïåðåõîäå â íåèíåð-
öèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ðåàãèðóþò òîëüêî íà ïîâåäåíèå öåíòðà èíåðöèè:
Rêîð = −2m[ωωωωωïåð , Vîòí

C ], Rïåð = −mWïåð
C .
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� 17. ÇÀÊÎÍ ÈÇÌÅÍÅÍÈß ÌÎÌÅÍÒÀ ÈÌÏÓËÜÑÀ.
ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÏËÎÑÊÎÃÎ ÄÂÈÆÅÍÈß

Îïðåäåëåíèå 17.1. Ìîìåíò èìïóëüñà � ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ,
êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò � ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî òî÷êè
O âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

KO =
N∑

i=1

[ri, miVi], (17.1)

ãäå âåêòîð ri ïðîâåä¼í èç òî÷êè O ê ìàòåðèàëüíîé òî÷êå íîìåð i (ñì. îïðåäå-
ëåíèå 12.4).
Ìîìåíò èìïóëüñà KO ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ìîìåíòîì (îïðåäåëåíèå 12.5)
èìïóëüñîâ îòäåëüíûõ òî÷åê è ïðèëîæåí ê òî÷êå O, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìî-
ìåíò èìïóëüñà âû÷èñëÿåòñÿ (ðèñ. 17.1).

AO

K
O

OA

r
i

m
i
V

i

Ðèñ. 17.1
Èç òåîðåìû 12.1 ñëåäóåò ôîðìóëà ïåðåñ÷¼òà ìîìåíòà èìïóëüñà ïðè ïåðåõîäå îò
òî÷êè O ê äðóãîé òî÷êå A (ñì. (12.5)):

KA = KO − [OA, Q], (17.2)

Q � èìïóëüñ ñèñòåìû.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t ñîîòíîøåíèÿ (17.1)

K̇O =
N∑

i=1

[ri, miV̇i] +
N∑

i=1

[ṙi, miVi],

ó÷¼ò óðàâíåíèÿ Íüþòîíà (15.1) (miV̇i = Fâíåøí
i +Fâíóòð

i ) è ôîðìóëû ṙi = Vi−VO

(ñì. (1.8) è ðèñ. 1.2)

K̇O =
N∑

i=1

[ri, Fâíåøí
i + Fâíóòð

i ] +
N∑

i=1

[Vi −VO, miVi],
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à òàêæå òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî äëÿ ìîìåíòîâ âíóòðåííèõ ñèë âûïîëíÿåòñÿ
N∑

i=1

[ri, Fâíóòð
i ] = 0, ïðèâîäèò ê çàêîíó èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà � ìî-

ìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà

K̇O = Mâíåøí
O −m[VO, VC ] (17.3)

ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, îáîçíà÷åíî Mâíåøí
O � ãëàâíûé ìîìåíò âíåøíèõ

ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó: Mâíåøí
O =

N∑
i=1

[ri, Fâíåøí
i ], è èñïîëüçîâàíà ôîðìó-

ëà (16.3):
N∑

i=1

miVi = mVC (C � öåíòð èíåðöèè ñèñòåìû). Îòìåòèì äâà ïðàêòè-
÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿ, êîãäà çàêîí (17.3) óïðîùàåòñÿ

{
1. VO = 0,
2. O = C

}
⇒ K̇O = Mâíåøí

O . (17.4)

Åñëè ïðîåêöèÿ Mâíåøí
z âåêòîðà Mâíåøí

O íà íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå z ðàâíà íó-
ëþ, òî â ñèòóàöèè (17.4) èìååò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà
(ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà) � ìîìåíòà îò-
íîñèòåëüíî îñè z: Kz = const.

O

C
OC

e
1

e
2

j

Ðèñ. 17.2

Åñëè ñêîðîñòè òî÷åê, à çíà÷èò è ìîìåíò èìïóëüñà (17.1) èçìåðÿþòñÿ â íåèíåðöè-
àëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, òî íàäî ê êàæäîé òî÷êå äîáàâèòü ñèëû èíåðöèè (15.3)
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è äîáàâèòü â ïðàâûå ÷àñòè çàêîíîâ (17.3) è (17.4) ãëàâíûå ìîìåíòû Mïåð
O , Mêîð

O

ïåðåíîñíûõ è êîðèîëèñîâûõ ñèë èíåðöèè.
Ðàññìîòðèì èñïîëüçîâàíèå íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû äëÿ ñîñòàâëåíèÿ äèíà-

ìè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïëîñêîì äâèæåíèè. Ïëîñêîå òâ¼ðäîå òåëî ñîâåðøà-
åò äâèæåíèå â ïëîñêîñòè ïîä äåéñòâèåì èçâåñòíûõ ñèë (ðèñ. 17.2). Ïîäâèæíàÿ
ñèñòåìà ïåðåìåùàåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî: ωωωωωïåð = 0 (îïðåäåëåíèå 11.1), îäíà èç òî-
÷åê ïîäâèæíîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé O òåëà. Ñ ïîäâèæíîé ñèñòåìîé
ñâÿæåì áàçèñ: îðòû e1, e2 ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ, îðò e3 ïåðïåí-
äèêóëÿðåí ïëîñêîñòè. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωωωωω òåëà â ïëîñêîì äâèæåíèè íàïðàâëåíà
ïî îðòó e3: ωωωωω = ωe3, âåëè÷èíà óãëîâîé ñêîðîñòè ðàâíà ω = ϕ̇ � ïðîèçâîäíîé ïî
âðåìåíè t óãëà ïîâîðîòà (ïðèìåð 6.1, (6.4), ðèñ. 6.1, ðèñ. 17.2).

Â ïîäâèæíîé ñèñòåìå òåëî âðàùàåòñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè e3 ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ (ñì. (9.4))

ωωωωωîòí = ωωωωω − ωωωωωïåð = ωωωωω = ωe3 = ϕ̇e3 (17.5)

(ó÷òåíî ωωωωωïåð = 0). Â ïîäâèæíîé ñèñòåìå ìîìåíò èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî íåïî-
äâèæíîé òî÷êè O ðàâåí:

KO =
N∑

i=1

[ri, miVi] =
N∑

i=1

mi[ri, [ωωωωω, ri]] =

=
N∑

i=1

mi{ωωωωω(ri, ri)− ri(ωωωωω, ri)} = ωωωωω
N∑

i=1

mir
2
i = IOωωωωω,

(17.6)

èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà (11.3), ó÷òåíî, ÷òî ωωωωω⊥ ri, ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ ìî-

ìåíòà èíåðöèè I0 =
N∑

i=1

mir
2
i . Â ïîäâèæíîé ñèñòåìå âñëåäñòâèå ωωωωωïåð = 0 ñïðà-

âåäëèâî WWWWWïåð
i = WO, ïîýòîìó äëÿ ãëàâíîãî ìîìåíòà ïåðåíîñíûõ ñèë èíåðöèè

âûïîëíÿåòñÿ (ñì. (15.3), (16.1)):

MMMMMïåð
O =

N∑
i=1

[ri, −miWWWWWïåð
i ] = −[

N∑
i=1

miri, WO] = −m[OC, WO]. (17.7)

Âñëåäñòâèå ωωωωωïåð = 0 äëÿ ãëàâíîãî ìîìåíòà êîðèîëèñîâûõ ñèë èíåðöèè âûïîë-
íÿåòñÿ (ñì. (15.3)):

MMMMMêîð
O =

N∑
i=1

[ri, −miWWWWWêîð
i ] = −2

N∑
i=1

mi[ri, [ωωωωωïåð , VVVVVîòí ]] = 0. (17.8)

Ïîäñòàíîâêà ñîîòíîøåíèé (17.6) � (17.8) â çàêîí (17.4)

K̇O = Mâíåøí
O + Mïåð

O + Mêîð
O

â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

IOω̇̇ω̇ω̇ω̇ω = Mâíåøí
O −m[OC, WO]. (17.9)
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Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ôîðìóëå (17.9) ó÷àñòâóåò íå ñêîðîñòü VO òî÷êè O
òåëà, à å¼ óñêîðåíèå WO. Îòìåòèì äâà ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿ, êîãäà çàêîí
(17.9) óïðîùàåòñÿ

{
1. WO = 0,
2. O = C

}
⇒ IOω̇̇ω̇ω̇ω̇ω = Mâíåøí

O . (17.10)

Â ñêàëÿðíîì âèäå óðàâíåíèå (17.10) ñ ó÷¼òîì (17.5) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: IOϕ̈ = Mâíåøí

O . Ïîñëå äîáàâëåíèÿ çàêîíà äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ (16.5),
íàïðèìåð, â ïðîåêöèÿõ íà îðòû e1, e2, ïîëó÷àåòñÿ ïîëíûé íàáîð äèíàìè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ïëîñêîãî äâèæåíèÿ:

mẍ = Râíåøí
x , mÿ = Râíåøí

y , IOϕ̈ = Mâíåøí
O , (17.11)

ãäå x, y � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ (� 2), Râíåøí
x , Râíåøí

y � ïðîåêöèè
ãëàâíîãî âåêòîðà âíåøíèõ ñèë íà îñè äåêàðòîâîé ñèñòåìû, òî÷êà O â (17.11)
âûáðàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè (17.10).
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� 18. ÇÀÊÎÍ ÈÇÌÅÍÅÍÈß ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÝÍÅÐÃÈÈ

Îïðåäåëåíèå 18.1. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

T =
1

2

N∑
i=1

miV
2
i =

1

2

N∑
i=1

mi(Vi, Vi). (18.1)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå (18.1) ïî âðåìåíè t ïðèâîäèò ñ ó÷¼òîì óðàâíåíèÿ Íüþòîíà
(15.1) (miV̇i = Fi) ê âûðàæåíèþ

dT

dt
=

N∑
i=1

(miV̇i, Vi) =
N∑

i=1

(Fi, Vi) = N. (18.2)

Îáîçíà÷åíèå N ïîÿñíÿåò ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå 18.2. Ìîùíîñòü N ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

N =
N∑

i=1

(Fi, Vi), (18.3)

ãäå Vi � ñêîðîñòü òî÷êè, ê êîòîðîé ïðèëîæåíà ñèëà Fi.
Îïðåäåëåíèå 18.3. Ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà δA ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

δA =
N∑

i=1

(Fi, dri), (18.4)

ãäå dri � ïåðåìåùåíèå òî÷êè, ê êîòîðîé ïðèëîæåíà ñèëà Fi.
Óìíîæåíèå (18.2) íà dt ñ ó÷¼òîì Vidt = dri è (18.4) ïðèâîäèò ê çàêîíó èçìå-
íåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

dT = δA. (18.5)

Ïóñòü ñèñòåìà âðåìÿ t ∈ [t1, t2] ïåðåìåùàåòñÿ ïî ïóòè ri(t).
Îïðåäåëåíèå 18.4. Ðàáîòà A12 ñèë íà ïóòè ri(t) ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
çà âðåìÿ t ∈ [t1, t2] âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (ñì. (18.4))

A12 =

∫ t2

t1

δA =

∫ t2

t1

N∑
i=1

(Fi, dri) =

∫ t2

t1

N∑
i=1

(
Fi

(
t, r(t), ṙ(t)

)
, Vi(t)

)
dt. (18.6)

Èíòåãðèðîâàíèå ôîðìóëû (18.5) ïðèâîäèò ñ ó÷¼òîì (18.6) ê çàêîíó èçìåíåíèÿ
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â èíòåãðàëüíîé ôîðìå :

T2 − T1 = A12. (18.7)
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Îòìåòèì, ÷òî ðàáîòà, êîòîðàÿ ïî çàêîíàì (18.5) è (18.7) ìåíÿåò êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ, ñîâåðøàåòñÿ íå òîëüêî âíåøíèìè ñèëàìè, íî è âíóòðåííèìè. Íàïðè-
ìåð, åñëè ïðóæèíó ìåæäó äâóìÿ ãðóçàìè ðàñòÿíóòü è ãðóçû èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ
îòïóñòèòü, òî êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ ñèëà íà÷í¼ò ñîâåðøàòü ïîëîæèòåëüíóþ ðà-
áîòó, è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïî çàêîíó (18.7) óâåëè÷èòñÿ.

Åñëè ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ðàáîòû íå ñîâåð-
øàþò (A12 = 0), òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ: â (18.7) T2 = T1 (ñì.
ïðèìåð 18.2).

Ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàò, ïîìîãàþùèé âû÷èñëÿòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñèñòåì
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Åñëè ñèñòåìà ñîâåðøàåò ñëîæíîå äâèæåíèå, òî ïîäñòà-
íîâêà ñêîðîñòè Vi = Vïåð

i + Vîòí
i êàæäîé òî÷êè (ñì. (7.7)) â âûðàæåíèå (18.1)

ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

T =
1

2

N∑
i=1

mi(Vi, Vi) = T ïåð + T îòí +
N∑

i=1

mi(V
ïåð
i , Vîòí

i ). (18.8)

Îïðåäåëåíèå 18.5 [14]. Ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Ê¼íèãà
ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé.
Ñèñòåìà äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî:

1. ωωωωωïåð = 0.
Îäíà èç òî÷åê O ïîäâèæíîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì èíåðöèè C ñèñòåìû
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê:

2. O = C.
Äëÿ ñèñòåìû Ê¼íèãà ñïðàâåäëèâî Vïåð

i = VC è, êàê ñëåäñòâèå:

T ïåð =
1

2

N∑
i=1

mi(V
ïåð
i , Vïåð

i ) =
1

2
mV 2

C . (18.9)

Âû÷èñëåíèå ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â (18.8) â ñèñòåìå Ê¼íèãà ñ ó÷¼òîì (16.3) è
Vïåð

i = VC ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî ýòî ñëàãàåìîå âñëåäñòâèå Vîòí
C = 0 ðàâíî

íóëþ:
N∑

i=1

mi(V
ïåð
i , Vîòí

i ) = (VC ,

N∑
i=1

miV
îòí
i ) = (VC , mVîòí

C ) = 0. (18.10)

Ïîäñòàíîâêà ðåçóëüòàòîâ (18.9) è (18.10) â ôîðìóëó (18.8) äà¼ò âîçìîæíîñòü
ñ÷èòàòü, ÷òî äîêàçàíà
Òåîðåìà 18.1 (òåîðåìà Ê¼íèãà äëÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê). Êè-
íåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ðàâíà:

T =
1

2
mV 2

C + T îòí , (18.11)
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ãäå T îòí � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â ñèñòåìå Ê¼íèãà (äâèæóùåéñÿ ïîñòóïàòåëüíî
ñî ñêîðîñòüþ VC öåíòðà èíåðöèè).
Ïðèìåð 18.1. Âû÷èñëèòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ öåïè âåëîñèïåäà (ðèñ. 18.1).
Ñêîðîñòü âåëîñèïåäà V , ìàññà öåïè m, ðàäèóñ çàäíåãî êîëåñà R, ðàäèóñ çàäíåé
øåñòåð¼íêè r. Êîë¼ñà êàòÿòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ.

R

r
C V

Ðèñ. 18.1
Óãëîâàÿ ñêîðîñòü çàäíåãî êîëåñà è çàäíåé øåñòåð¼íêè ðàâíà ω = V/R. Òàêàÿ
æå óãëîâàÿ ñêîðîñòü è â ñèñòåìå Ê¼íèãà (ωωωωωïåð = 0). Âåëè÷èíû ñêîðîñòåé òî÷åê
öåïè â ñèñòåìå Ê¼íèãà ðàâíû V îòí

i = ωr = V r/R. Òåîðåìà Ê¼íèãà ïðèâîäèò ê
îòâåòó (ñì. (18.11))

T =
1

2
mV 2 +

1

2
m

r2

R2
V 2 =

1

2
m

R2 + r2

R2
V 2.

Åñëè ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê åñòü òâ¼ðäîå òåëî, äëÿ êîòîðîãî èçâåñò-
íû ñêîðîñòü VC öåíòðà ìàññ è óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωωωωω , òî â ôîðìóëå (18.11) êîí-
êðåòèçèðóåòñÿ T îòí . Âñëåäñòâèå ωωωωωïåð = 0 â ñèñòåìå Ê¼íèãà ïðîèñõîäèò ÷èñòîå
âðàùåíèå (îïðåäåëåíèå 11.2) ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωωωωωîòí = ωωωωω (ðèñ. 18.2).

C

h
i

r
i

w

Ðèñ. 18.2
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Âåëè÷èíà ñêîðîñòè V îòí
i òî÷êè òåëà â ñèñòåìå Ê¼íèãà ðàâíà V îòí

i = hiω, ãäå hi �
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ëèíèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ C ïàðàëëåëüíî
âåêòîðó ωωωωω (ðèñ. 18.2). Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T îòí â ñèñòåìå Ê¼íèãà ðàâíà:

T îòí =
1

2

N∑
i=1

mi(V
ïåð
i )2 =

1

2

N∑
i=1

mih
2
i ω

2 =
1

2
Iωω2, (18.12)

ââåäåíî îáîçíà÷åíèå Iω =
N∑

i=1

mih
2
i äëÿ ìîìåíòà èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ïàðàë-

ëåëüíîé âåêòîðó ωωωωω îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ C òåëà. Ïîäñòàíîâêà ðå-
çóëüòàòà (18.12) ôîðìóëó (18.11) äà¼ò âîçìîæíîñòü ñ÷èòàòü, ÷òî äîêàçàíà
Òåîðåìà 18.2 (òåîðåìà Ê¼íèãà äëÿ òâ¼ðäîãî òåëà). Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
òâ¼ðäîãî òåëà ðàâíà:

T =
1

2
mV 2

C +
1

2
Iωω2, (18.13)

ãäå VC � âåëè÷èíà ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ C òåëà, ω � âåëè÷èíà óãëîâîé ñêîðî-
ñòè òåëà, Iω � ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíîé âåêòîðó ωωωωω îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ C.
Ïðèìåð 18.2. Îäíîðîäíûé äèñê ìàññû m, ðàäèóñà R êàòèòñÿ áåç ïðîñêàëüçû-
âàíèÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîìó ðåëüñó (ðèñ. 18.3). Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ
C äèñêà ðàâíà V0. Âû÷èñëèòü ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ äèñêà VC ïðè äàëüíåéøåì
äâèæåíèè.

C

G
F

P
Ðèñ. 18.3
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Ñèëà òÿæåñòè G, ðàâíîäåéñòâóþùàÿ êîòîðîé ïðèëîæåíà â öåíòðå ìàññ C, ðà-
áîòû íå ñîâåðøàåò, òàê êàê òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû ïåðåìåùàåòñÿ ïåðïåíäè-
êóëÿðíî ñèëå (ñì. (18.4), (18.6)). Èç (18.4) ñëåäóåò, ÷òî èç-çà îòñóòñòâèÿ ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ (VP = 0) ñèëà ðåàêöèè F (ðèñ. 18.3), òàêæå ðàáîòû íå ñîâåðøàåò:
δA = (F, dr) = (F, VP )dt = 0, òî åñòü, â ñèëó çàêîíà èçìåíåíèÿ êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè (18.7) êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äèñêà íå ìåíÿåòñÿ. Ïî òåîðåìå 18.2
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äèñêà ðàâíà

T =
1

2
mV 2

C +
1

2
ICω2 =

1

2
mV 2

C +
1

2

1

2
mR2

(
VC

R

)2

=
3

4
mV 2

C ,

ó÷òåíî, ÷òî äëÿ äèñêà âûïîëíÿåòñÿ: IC = mR2/2, ω = VC/R. Òàê êàê ïðè äâèæå-
íèè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íå ìåíÿåòñÿ: T = 3

4
mV 2

C = 3
4
mV 2

0 , òî ñêîðîñòü öåíòðà
ìàññ äèñêà òàêæå îñòà¼òñÿ íåèçìåííîé: VC ≡ V0.
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� 19. ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÑÈËÛ. ÇÀÊÎÍ ÈÇÌÅÍÅÍÈß
ÏÎËÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÝÍÅÐÃÈÈ
Ïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê îïðåäåëåíû ðàäèóñ�âåêòîðàìè ri, i = 1, N .
Îïðåäåëåíèå 19.1. Åñëè ñèëû Fi(t, r1, . . . , rN), äåéñòâóþùèå íà îòäåëüíûå
ìàòåðèàëüíûå òî÷êè, íå çàâèñÿò îò ñêîðîñòåé òî÷åê, ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíû ñè-
ëîâûå ïîëÿ.
Îïðåäåëåíèå 19.2. Ñèëîâûå ïîëÿ Fi(t, r1, . . . , rN) (è ñèëû Fi(t, r1, . . . , rN))
íàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëüíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ
Π(t, r1, . . . , rN) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Fi(t, r1, . . . , rN) = −gradiΠ(t, r1, . . . , rN) = −∇iΠ(t, r1, . . . , rN) (19.1)

(gradiΠ(t, r1, . . . , rN) = ∇iΠ(t, r1, . . . , rN) � ãðàäèåíò ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè [13, � 26, � 55] ïî ïåðåìåííûì, ñîîòâåòñòâóþùèì ðàäèóñ�âåêòîðó ri, ïðè
ôèêñèðîâàííûõ äðóãèõ ïåðåìåííûõ). Ñèëîâûå ïîëÿ Fi(r1, . . . , rN) (è ñèëû
Fi(r1, . . . , rN)) íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíî ïîòåíöèàëüíûìè, åñëè ñèëû Fi

è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ Π íå çàâèñÿò ÿâíî îò âðåìåíè t:

Fi(r1, . . . , rN) = −gradiΠ(r1, . . . , rN) = −∇iΠ(r1, . . . , rN).

Ôóíêöèÿ U = −Π íàçûâàåòñÿ ñèëîâîé ôóíêöèåé.
Ïóñòü â ñèñòåìå îòñ÷¼òà ââåäåíû äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (� 2):

ri =
3∑

k=1

xi kik, dri =
3∑

k=1

ikdxi k, Fi =
3∑

k=1

Fi kik. (19.2)

Îïðåäåëåíèå (19.1) ïîòåíöèàëüíîé ñèëû Fi =
3∑

k=1

Fi kik â äåêàðòîâûõ êîîðäèíà-
òàõ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [13, � 26, � 55]:

Fi k(t, x) = −∂Π(t, x)

∂xi k

. (19.3)

Âû÷èñëåíèå ýëåìåíòàðíîé ðàáîòû δA ïîòåíöèàëüíûõ ñèë Fi ñ ó÷¼òîì (18.4),
(19.2), (19.3) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

δA =
N∑

i=1

(Fi, dri) =

=
N∑

i=1

3∑

k=1

Fi k(t, x)dxi k = −
N∑

i=1

3∑

k=1

∂Π(t, x)

∂xi k

dxi k = −dΠ(t, x) +
∂Π(t, x)

∂t
dt.

69



Äëÿ ñòàöèîíàðíî ïîòåíöèàëüíûõ ñèë Fi(x) =
3∑

k=1

Fi k(x)ik ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà
δA � ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè Π(x):

δA =
N∑

i=1

(Fi, dri) =

=
N∑

i=1

3∑

k=1

Fi k(x)dxi k = −
N∑

i=1

3∑

k=1

∂Π(x)

∂xi k

dxi k = −dΠ(x).
(19.4)

Òåîðåìà 19.1. Ïóñòü ñèëû Fi(r1, . . . , rN) çàâèñÿò òîëüêî îò ïîëîæåíèé òî÷åê.
Èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé

{Ñèëû Fi(r1, . . . , rN) ñòàöèîíàðíî ïîòåíöèàëüíû.}
m

{Ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà ñèë Fi(r1, . . . , rN) � ïîëíûé äèôôåðåíöèàë.}
¤ Äîêàçàòåëüñòâà ⇓ áûëî ïðîâåäåíî â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðè îáîñíîâà-
íèè ôîðìóëû (19.4). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ⇑ íóæíî ðàñêðûòü ïîëíûé äèôôå-
ðåíöèàë dΠ(x) è â ðàâåíñòâå äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì (ñì. (19.4))

N∑
i=1

3∑

k=1

Fi k(x)dxi k = −
N∑

i=1

3∑

k=1

∂Π(x)

∂xi k

dxi k

ïðèðàâíÿòü êîýôôèöèåíòû ïðè äèôôåðåíöèàëàõ dxi k îò íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí-
íûõ xi k. Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî (19.3) ýêâèâàëåíòíî â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
îïðåäåëåíèþ 19.2 ïîòåíöèàëüíîñòè. ¥
Îïðåäåëåíèå 19.3. Ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ êîíñåðâàòèâ-
íîé, åñëè ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ñèñòåìó, � ñòàöèîíàðíî ïîòåíöèàëüíû.
Îïðåäåëåíèå 19.4. Ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ E ñèñòåìû ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

E = T + Π (19.5)

� ñóììà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé.
Òåîðåìà 19.2 (çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè). Ïîë-
íàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ E êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ âî âðåìÿ
äâèæåíèÿ:

E = T + Π = const. (19.6)

¤ Çàêîí èçìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå (18.5)
(dT = δA) äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû ñ ó÷¼òîì (19.4) ïðèíèìàåò âèä:
dT = −dΠ. Èíòåãðèðîâàíèå íà ïóòè ri(t) âðåìÿ t ∈ [t1, t2] ïðèâîäèò ê çàêîíó èç-
ìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â èíòåãðàëüíîé ôîðìå (ñì. (18.7)):
T2−T1 = Π1−Π2. Ýòî ðàâåíñòâî, çàïèñàííîå èíà÷å E2 = T2+Π2 = T1+Π1 = E1,
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äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå (19.6) òåîðåìû. ¥
Ïðèìåð 19.1. Îïðåäåë¼ííàÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ñèëà

F = axαyβi + bxkylj + 0k

(a, α, β, b, k, l � âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû) ïîòåíöèàëüíà, åñëè ñ íåêîòîðîé
ôóíêöèåé Π(x, y, z) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (19.3):

∂Π

∂x
= −axαyβ,

∂Π

∂y
= −bxkyl,

∂Π

∂z
= 0.

Óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòó

∂2Π

∂x∂y
= −aβxαyβ−1 = −bkxk−1yl,

êîòîðûé äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî ïî ïåðåìåííûì x è y. Ïðèðàâíè-
âàíèå êîýôôèöèåíòîâ è ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè îïðåäåëÿåò òðè óñëîâèÿ aβ = bk,
α = k− 1, β− 1 = l íà øåñòü ïàðàìåòðîâ a, α, β, b, k, l. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñèëà

F = axαyβi + bxkylj

ïîòåíöèàëüíà ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé Π = cxiyj. Ïàðàìåòðû ñèëû a, α, β,
b, k, l ñëåäóþùèì îáðàçîì âûðàçÿòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû c, i, j ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè: a = −ci, α = i− 1, β = j, b = −cj, k = i, l = j − 1.
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ÃËÀÂÀ 6

ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÒÎ×ÊÈ
ÏÎÄ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÖÅÍÒÐÀËÜÍÎÉ

ÑÈËÛ

� 20. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÂÈÆÅÍÈß

Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà ôèêñèðóåòñÿ òî÷êà O, ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàñ-
ñîé m â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñ�âåêòîðîì r (ðèñ. 20.1):
íà÷àëüíàÿ òî÷êà ðàäèóñ�âåêòîðà r â òî÷êå O, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñîâïàäàåò ñ
êîíå÷íîé òî÷êîé r (� 1).

O

V
j

j

r
r V

r

F

Ðèñ. 20.1

Îïðåäåëåíèå 20.1. Ñèëà íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé, åñëè îíà êîëëèíåàðíà
ðàäèóñ�âåêòîðó r:

F = f
r

r
, (20.1)

f � âåëè÷èíà ñèëû.
Âåëè÷èíà ñèëû ìîæåò ñëåäóþùèì îáðàçîì çàâèñåòü îò êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê òî÷êè (� 15): f(t, r, ṙ). Èñõîäÿ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ òî÷êè (t0, r0,
ṙ0 = V0) òðåáóåòñÿ íàéòè äâèæåíèå r(t) òî÷êè. Âñëåäñòâèå çàêîíà èçìåíåíèÿ
ìîìåíòà èìïóëüñà (ñì. (17.3), (17.4)) ïîä âîçäåéñòâèåì öåíòðàëüíîé ñèëû ìî-
ìåíò èìïóëüñà ïðè äâèæåíèè ñîõðàíÿåòñÿ:

K̇0 = M0 = [r, F] = [r, f
r

r
] = 0 :

K0 = [r, mV] = const, òî åñòü, äâèæåíèå òî÷êè ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé ïîñòîÿííîìó âåêòîðó K0 (r⊥K0 = const). Ïëîñêîñòü ïðîõîäèò
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÷åðåç òî÷êó O è íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü V0. Â ïëîñêîñòè ââåä¼ì ïîëÿðíûå êîîð-
äèíàòû r, ϕ (� 8). Ñêîðîñòü òî÷êè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ âûðàæàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì ((8.1) � (8.3)): V = Vr + Vϕ, Vr = ṙ, Vϕ = rϕ̇. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ðàçëîæåíèåì V = Vr +Vϕ äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ïîëó÷èì (ðèñ (20.1)):
K0 = [r, mV] = [r, m(Vr + Vϕ)] = [r, mVϕ],

K0 = mr2ϕ̇ = const, c =
K0

m
, c = r2ϕ̇ = const. (20.2)

Õàðàêòåðèñòèêó c = r2ϕ̇ áóäåì íàçûâàòü ïðèâåä¼ííûì ìîìåíòîì èìïóëü-
ñà.

O

Dj

r

r+ rD

Ðèñ. 20.2

Çà ìàëîå âðåìÿ ∆t ðàäèóñ�âåêòîð, ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà è
âûøå, çàìåòàåò òðåóãîëüíèê, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà (ðèñ. 20.2):
∆S = 1

2
(r + ∆r)r sin ∆ϕ = 1

2
r2∆ϕ. Äåëåíèå ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ íà ∆t è

ïåðåõîä ê ïðåäåëó ∆t → 0 ïðèâîäèò ê ôîðìóëå (ñì. (20.2))
dS

dt
=

1

2
r2ϕ̇ =

1

2
c =

K0

2m
= const, (20.3)

êîòîðàÿ îáîñíîâûâàåò
Âòîðîé çàêîí Êåïëåðà. Ïðè äâèæåíèè ïîä âîçäåéñòâèåì öåíòðàëüíîé ñèëû
ïëîùàäü, çàìåòàåìàÿ ðàäèóñ�âåêòîðîì, ïðîïîðöèîíàëüíà âðåìåíè äâèæåíèÿ.
Ïðîèçâîäíàÿ dS/dt íàçûâàåòñÿ ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòüþ, âñëåäñòâèå (20.3)
ñîõðàíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà èíîãäà íàçûâàþò èíòåãðàëîì ïëîùàäåé. Èç
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (20.2) ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: ïðè äâèæåíèè ïîä
âîçäåéñòâèåì öåíòðàëüíîé ñèëû äîñòàòî÷íî çíàòü èçìåíåíèå âî âðåìåíè îäíîé
èç ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò, íàïðèìåð, r(t). Èçìåíåíèå äðóãîé êîîðäèíàòû íàõî-
äèòñÿ èç (20.2):

ϕ̇ =
c

r2
. (20.4)
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Óñêîðåíèå òî÷êè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
((8.5), (8.6)): W = Wr + Wϕ, Wr = r̈ − rϕ̇2, Wϕ = ϕ̈r + 2ϕ̇ṙ (ðèñ. 20.3).

O r

W
j

W
r

Ðèñ. 20.3
Ïðîåêöèÿ óðàâíåíèÿ Íüþòîíà mW = F = fr/r íà íàïðàâëåíèå ðàäèóñ�
âåêòîðà r ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

m(r̈ − rϕ̇2) = f(t, r, ṙ, ϕ, ϕ̇). (20.5)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (20.4), (20.5) åñòü çàìêíóòàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðè íà÷àëüíûõ
äàííûõ t0, r0, ṙ0, ϕ0, ϕ̇0 äâèæåíèÿ r(t), ϕ(t) òî÷êè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèè
r(ϕ) òî÷êè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñäåëàåì ñ ó÷¼òîì (20.4) â óðàâíåíèè (20.5)
ïåðåõîä îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t ê íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ϕ:

ṙ =
dr

dt
=

dr

dϕ

dϕ

dt

(20.4)
=

dr

dϕ

c

r2
= − d

dϕ

(
1

r

)
c = −u′c, (20.6)

ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ
u =

1

r
, u′ =

du

dϕ
, (20.7)

r̈ =
dṙ

dt
=

dṙ

dϕ

dϕ

dt

(20.4)(20.6)
= −u′′

c2

r2
. (20.8)

Ïîäñòàíîâêà (20.4), (20.8) â óðàâíåíèå (20.5) è î÷åâèäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè-
âîäÿò ê óðàâíåíèþ Áèíå

u′′ + u = − r2

mc2
f(t, r, ṙ, ϕ, ϕ̇). (20.9)

Â àâòîíîìíîì ñëó÷àå (∂f/∂t = 0) óðàâíåíèå (20.9) ïîñëå ïîäñòàíîâêè (20.4),
(20.6), (20.7) ñòàíîâèòñÿ çàìêíóòûì óðàâíåíèåì

u′′ + u = − 1

mc2u2
f(1/u, −u′c, ϕ, u2c) (20.10)

äëÿ íàõîæäåíèÿ òðàåêòîðèè r(ϕ) = 1/u(ϕ). Â ëèòåðàòóðå óðàâíåíèå (20.9) íà-
çûâàþò òàêæå âòîðîé ôîðìóëîé Áèíå (ïåðâàÿ ôîðìóëà çäåñü íå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ).
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� 21. ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÛÉ ÑËÓ×ÀÉ.
ÄÂÈÆÅÍÈÅ Â ÏÎËÅ ÂÑÅÌÈÐÍÎÃÎ ÒßÃÎÒÅÍÈß

Èçó÷èì âîïðîñ: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ öåíòðàëüíàÿ ñèëà (îïðåäåëåíèå 20.1) ñòà-
öèîíàðíî ïîòåíöèàëüíà (îïðåäåëåíèå 19.2). Â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ íà ðîëü ñòàöèîíàðíî ïîòåíöèàëüíîé ñèëû ïðåòåíäóåò öåíòðàëüíàÿ
ñèëà F = f(r, ϕ)r/r. Âû÷èñëèì ýëåìåíòàðíóþ ðàáîòó:

δA = (F, dr) = f(r, ϕ)
(r, dr)

r
= f(r, ϕ)

rdr

r
= f(r, ϕ)dr,

èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî (r, dr) = 1
2
d(r, r) = 1

2
d(r2) = rdr. Ïî òåîðåìå 19.1 äëÿ

ïîòåíöèàëüíîñòè ñèëû ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà äîëæíà áûòü ïîëíûì äèôôåðåí-
öèàëîì:

δA = f(r, ϕ)dr + 0dϕ = −dΠ(r, ϕ) = −∂Π

∂r
dr − ∂Π

∂ϕ
dϕ.

Ïðèðàâíèâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè äèôôåðåíöèàëàõ îò íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí-
íûõ îïðåäåëÿåò ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

∂Π

∂r
= −f(r, ϕ),

∂Π

∂ϕ
= 0

è óñëîâèå å¼ èíòåãðèðóåìîñòè

∂2Π

∂r∂ϕ
= −∂f(r, ϕ)

∂ϕ
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 19.1 èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 21.1. Öåíòðàëüíàÿ ñèëà ñòàöèîíàðíî ïîòåíöèàëüíà (ìàòåðèàëüíàÿ
òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ âå-
ëè÷èíà f(r) çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ r ìåæäó ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé è
íà÷àëüíîé òî÷êîé O ðàäèóñ�âåêòîðà.
Ñòàöèîíàðíî ïîòåíöèàëüíóþ öåíòðàëüíóþ ñèëó ìîæíî çàäàâàòü èëè å¼ âåëè-
÷èíîé f(r) èëè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé Π(r). Ìåæäó íèìè ñëåäóþùàÿ ñâÿçü:

f(r) = −∂Π(r)

∂r
, Π(r) = −

∫
f(r)dr. (21.1)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 19.2 äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì ñïðàâåäëèâ çàêîí
ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, êîòîðûé ñ ó÷¼òîì (8.4), (20.4), (21.1)
äëÿ öåíòðàëüíîé ñèëû ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

T + Π =
1

2
mV 2 + Π(r)

(8.4)
=

1

2
m(ṙ2 + ϕ̇2r2) + Π(r)

(20.4)
=

=
1

2
m

(
ṙ2 +

c2

r2

)
+ Π(r) = E = const.

(21.2)
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Åñëè ñîîòíîøåíèå (21.2) àëãåáðàè÷åñêè ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ṙ, òî çàäà÷à
íàõîæäåíèÿ äâèæåíèÿ r(t), ϕ(t) ñâåä¼òñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ äâóõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé: ṙ = h(r, c, E) è ϕ̇ = c/r2 (ñì. (20.4)). Äëÿ íàõîæäåíèÿ
òðàåêòîðèè r(ϕ) òî÷êè íóæíî �îäíî óðàâíåíèÿ ðàçäåëèòü íà äðóãîå�, ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

dr

dϕ
=

r2h(r, c, E)

c

ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Â ÷àñòíîñòè, â ïîëå âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ
(ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ïðèñóòñòâóþùàÿ â h(r, c, E), ïðèâåäåíà íèæå â (21.3))
ýòî óðàâíåíèå èíòåãðèðóåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ è îïðåäåëÿåò îðáèòû â
íåáåñíîé ìåõàíèêå [1, ãë. III, � 7]. Çäåñü îðáèòû áóäóò âû÷èñëåíû ïðè ïîìîùè
óðàâíåíèÿ Áèíå (20.9).

Â ïîëå âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ íà òî÷êó ìàññû m äåéñòâóåò ñòàöèîíàðíî ïî-
òåíöèàëüíàÿ öåíòðàëüíàÿ ñèëà (20.1). Ïðèâåä¼ì å¼ âåëè÷èíó è ïîòåíöèàëüíóþ
ýíåðãèþ (ñì. (21.1)):

f = −γ
Mm

r2
= −mµ

r2
, Π = −γ

Mm

r
= −mµ

r
, (21.3)

γ � âñåìèðíàÿ ïîñòîÿííàÿ, M � ìàññà ðàñïîëîæåííîãî â íåïîäâèæíîé òî÷êå O
�Ñîëíöà�, µ = γM � ïîñòîÿííàÿ äëÿ äàííîé Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ïîäñòàíîâêà
âåëè÷èíû f ñèëû â óðàâíåíèå Áèíå (20.9) îïðåäåëÿåò ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå
óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

u′′ + u =
µ

c2
(21.4)

ñ î÷åâèäíûì ÷àñòíûì ðåøåíèåì u = µ/c2, äîáàâëåíèå êîòîðîãî ê îáùåìó ðå-
øåíèþ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé) ïðèâîäèò ê îáùåìó ðå-
øåíèþ óðàâíåíèÿ (21.4)

u =
µ

c2
+ A cos(ϕ + β), (21.5)

A, β � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïðåäïîëàãàåì A > 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ìèíóñ ìîæíî �ïåðåãíàòü� â β. Ñ ó÷¼òîì (20.7) (u = 1/r) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
r(ϕ) òðàåêòîðèè

r =
p

1 + e cos(ϕ + β)
, (21.6)

ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ôîêàëüíîãî ïàðàìåòðà p è ýêñöåíòðèñèòåòà e

p =
c2

µ
, e =

Ac2

µ
> 0. (21.7)

Òðàåêòîðèè, îïðåäåë¼ííûå (21.6), åñòü êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäè-
íàòàõ, �Ñîëíöå� O ðàñïîëîæåíî â ôîêóñàõ. Èç (21.6) âèäíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè
îò ýêñöåíòðèñèòåòà e âîçìîæíû ñëåäóþùèå âèäû ñå÷åíèé � òðàåêòîðèé íåáåñ-
íûõ òåë:
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1. e = 0, îêðóæíîñòü ðàäèóñà p;
2. 0 < e < 1, çíàìåíàòåëü â (21.6) íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè ϕ íå îáðàùàåòñÿ â
íóëü, ôèíèòíàÿ òðàåêòîðèÿ � ýëëèïñ;
3. e = 1, çíàìåíàòåëü â (21.6) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ϕ + β = π � ïàðàáîëà;
4. e > 1, çíàìåíàòåëü â (21.6) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ϕ + β = ±arccos(1/e) �
ãèïåðáîëà ñ àñèìïòîòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè óãëàì ϕ + β = ±arccos(1/e).
Ïóíêò 2 îáîñíîâûâàåò
Ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà. Ïëàíåòû äâèæóòñÿ ïî ýëëèïñàì, â ôîêóñàõ êîòîðûõ
íàõîäèòñÿ Ñîëíöå.
Âûðàçèì ôîêàëüíûé ïàðàìåòð p è ýêñöåíòðèñèòåò e ÷åðåç ïðèâåä¼ííûé ìîìåíò
èìïóëüñà c = r2ϕ̇ (ñì. (20.2)) è ïðèâåä¼ííóþ ïîëíóþ ýíåðãèþ

E∗ =
1

m
E =

1

m
(T + Π) =

1

2

(
ṙ2 +

c2

r2

)
− µ

r
=

1

2

(
ṙ2
0 +

c2

r2
0

)
− µ

r0

= const (21.8)

(â ðàâåíñòâå (21.2) ó÷òåíà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (21.3)). Îïðåäåëèì â (21.5)
ïîñòîÿííóþ A ÷åðåç íà÷àëüíûå óñëîâèÿ r0, ṙ0, ϕ0, ϕ̇0 (â ïðåîáðàçîâàíèÿõ èñ-
ïîëüçîâàíû ôîðìóëû (20.6), (20.7), (21.8)):

u0 =
1

r0

=
µ

c2
+ A cos(ϕ0 + β), u′0 = −1

c
ṙ0 = −A sin(ϕ0 + β),

A2 =

(
1

r0

− µ

c2

)2

+
1

c2
ṙ2
0 =

1

r2
0

− 2
µ

r0c2
+

µ2

c4
+

1

c2
ṙ2
0 =

=
1

c2

(
ṙ2
0 +

c2

r2
0

− 2
µ

r0

+
µ2

c2

)
=

µ2

c4

(
2E∗c2

µ2
+ 1

)
,

A =
µ

c2

√
1 +

2E∗c2

µ2
.

Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà â (21.7) ïðèâîäèò ê èñêîìûì âûðàæåíèÿì

p =
c2

µ
, e =

Ac2

µ
=

√
1 +

2E∗c2

µ2
. (21.9)

Äîêàæåì
Òðåòèé çàêîí Êåïëåðà. Îòíîøåíèå êâàäðàòà âðåìåíè T îáðàùåíèÿ ïëàíåòû
ê êóáó áîëüøîé ïîëóîñè òðàåêòîðèè îäèíàêîâî äëÿ âñåõ ïëàíåò îäíîé è òîé æå
Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.
¤ Ïî âòîðîìó çàêîíó Êåïëåðà (ïîñòîÿíñòâî ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè) âðåìÿ T
îáðàùåíèÿ ðàâíî îòíîøåíèþ ïëîùàäè ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû (πab, a = p/(1−
e2) � áîëüøàÿ ïîëóîñü, b = p/

√
1− e2 � ìàëàÿ [3, ãë. III, � 2; ãë. IV, � 3]) ê
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ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè c/2 (ñì. (20.3)). Ñ ó÷¼òîì (21.9) ïðèõîäèì ê íóæíîìó
ðåçóëüòàòó:

T 2

a3
=

(
πab

c/2

)2
/

a3 =
4π2b2

ac2
=

4π2p

c2
=

4π2

µ
.

¥
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� 22. ÂÇÀÈÌÍÎÅ ÒßÃÎÒÅÍÈÅ ÄÂÓÕ È ÒÐ�Õ ÒÎ×ÅÊ
Äâå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ñ ìàññàìè m1 è m2 âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî äðóã ñ
äðóãîì, è ýòî âçàèìîäåéñòâèå ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. Ïî-
ëîæåíèÿ òî÷åê îïðåäåëÿþò ðàäèóñ�âåêòîðû r1, r2, îòëîæåííûå îò íåïîäâèæíîé
òî÷êè O (ðèñ. 22.1).

r
2

Ñ

r2

r
Ñ

r
1

r1

r
m

1

m
2

Ðèñ. 22.1
Ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: îïðåäåëèòü äâèæåíèå òî÷åê r1(t), r2(t), ñîîòâåò-
ñòâóþùåå íà÷àëüíûì äàííûì r0

1, r0
2, V0

1 = ṙ0
1, V0

2 = ṙ0
2. Ââåä¼ì âåêòîð ρρρρρ = r1−r2,

ïðîâåä¼ííûé îò âòîðîé òî÷êè ê ïåðâîé (ðèñ. 22.1). Öåíòðó èíåðöèè C ñîîòâåò-
ñòâóþò ðàäèóñ�âåêòîð rC , îòëîæåííûé îò òî÷êè O, è âåêòîðû ρρρρρ1, ρρρρρ2, ïðîâåä¼í-
íûå èç C ê ìàòåðèàëüíûì òî÷êàì (ðèñ. 22.1):

rC =
m1r1 + m2r2

m1 + m2

, ρρρρρ1 =
m2

m1 + m2

ρρρρρ, ρρρρρ2 = − m1

m1 + m2

ρρρρρ. (22.1)

Òàê êàê âíåøíèå ñèëû îòñóòñòâóþò, öåíòð èíåðöèè C ñèñòåìû äâèæåòñÿ ñ ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V0

C (ñì. (16.5), (22.1)):

V0
C =

m1V
0
1 + m2V

0
2

m1 + m2

, rC = r0
C +V0

Ct =
m1r

0
1 + m2r

0
2

m1 + m2

+
m1V

0
1 + m2V

0
2

m1 + m2

t. (22.2)

Çàïèøåì äëÿ êàæäîé òî÷êè óðàâíåíèå Íüþòîíà (15.1) (ñì. (21.3)):

m1r̈1 = −γ
m1m2

ρ2

ρρρρρ

ρ
, m2r̈2 = γ

m1m2

ρ2

ρρρρρ

ρ
,

ñîêðàòèì â êàæäîì óðàâíåíèè îäíó èç ìàññ, âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòî-
ðîå, ñ ó÷¼òîì ρρρρρ = r1 − r2 ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ρ̈̈ρ̈ρ̈ρ̈ρ = −γ
m1 + m2

ρ2

ρρρρρ

ρ

ñ îäíîé íåèçâåñòíîé âåêòîð�ôóíêöèåé ρρρρρ(t). Ñäåëàâ ïðè ïîìîùè (22.1) ïåðåõîä
îò ρρρρρ ê ρρρρρ1, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ρ̈̈ρ̈ρ̈ρ̈ρ1 = −γ
m3

2

(m1 + m2)2ρ2
1

ρρρρρ1

ρ1

.
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Òàêèì îáðàçîì â ïîäâèæíîé ñèñòåìå Ê¼íèãà (îïðåäåëåíèå 18.5) äâèæåíèå ïåð-
âîé òî÷êè ñ ìàññîé m1 ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ ê íåïî-
äâèæíîìó â òî÷êå C Ñîëíöó ñ ìàññîé M = m3

2/(m1 + m2)
2. Äâèæåíèå âòîðîé

òî÷êè ñ ìàññîé m2 ñâÿçàíî ñ äâèæåíèåì ïåðâîé ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. (22.1)):
ρρρρρ2(t) = −m1ρρρρρ1(t)/m2. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî îòâåòà ρρρρρ1(t), ρρρρρ2(t) èëè ρρρρρ1(ϕ), ρρρρρ2(ϕ)
òðåáóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè c (22.1) ïåðåñ÷èòàòü íà÷àëüíûå äàííûå è èñïîëüçîâàòü
ðåçóëüòàòû � 20, � 21. Ê îêîí÷àòåëüíîìó îòâåòó ïðèâîäÿò ôîðìóëû (ñì. ðèñ.
22.1, (22.2)): r1(t) = rC(t) + ρρρρρ1(t), r2(t) = rC(t) + ρρρρρ2(t).

Ãäå-òî â ðàéîíå òð¼õ ãðàâèòèðóþùèõ òî÷åê ïðîõîäèò ãðàíü ìåæäó àíàëè-
òè÷åñêèìè âîçìîæíîñòÿìè è íåâîçìîæíîñòÿìè ÷åëîâåêà. Ïðèâåä¼ì ïèôàãîðåé-
ñêóþ çàäà÷ó [2, c. 74], îòâåò êîòîðîé ñîâðåìåííûé ÷åëîâåê óãàäàòü íå ñïîñîáåí
(ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðà). Òðè ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ñ ìàññàìè 3m, 4m è 5m â
íà÷àëå äâèæåíèÿ íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ F , G, H ïèôàãîðåéñêîãî òðåóãîëüíèêà
(GH = 3s, HF = 4s, FG = 5s, ðèñ. 22.2). Êàæäàÿ ïàðà òî÷åê âçàèìîäåéñòâóåò
ïî çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, òî÷êè íà÷èíàþò äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ.
Óäèâëÿåò èòîãîâàÿ ÷àñòü äâèæåíèÿ: òî÷êà ñ ìàññîé 5m óäàëÿåòñÿ ïî ïðÿìîé îò
�äâîéíîé çâåçäû�, êîòîðóþ îáðàçóþò òî÷êè ñ ìàññàìè 3m è 4m, ïåðèîäè÷åñêè
ñòàëêèâàÿñü äðóã ñ äðóãîì. �Äâîéíàÿ çâåçäà� óäàëÿåòñÿ â ñòîðîíó, ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ òî÷êå ñ ìàññîé 5m (ðèñ. 22.2). Îòìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå âçàèìîäåéñòâèÿ
ñîõðàíÿþòñÿ èìïóëüñ Q = 12mVC = 0 (öåíòð èíåðöèè C íåïîäâèæåí), ìîìåíò
èìïóëüñà KC = 0 è ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ E = T + Π.

F

G

H

3m

4m
5m

5s

3s

4s

5m

4m
3m

V
1

V
2

C

Ðèñ. 22.2
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ÃËÀÂÀ 7

ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÑÎÑÒÀÂÀ

� 23. ÇÀÊÎÍÛ ÈÇÌÅÍÅÍÈß ÈÌÏÓËÜÑÀ,
ÌÎÌÅÍÒÀ ÈÌÏÓËÜÑÀ, ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÝÍÅÐÃÈÈ

Çàêîíû äèíàìèêè (èçìåíåíèå èìïóëüñà, ìîìåíòà èìïóëüñà è ò. ä.) âûâîäèëèñü
â ãë. 5 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñîñòàâ ñèñòåìû íåèçìåíåí. Çàäà÷à î äâèæåíèè
ñèñòåì ïåðåìåííîãî ñîñòàâà íàõîäèòñÿ íà ñòûêå êîíå÷íîìåðíîé ìåõàíèêè è ìå-
õàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå âîïðîñû, îòâåòû
íà êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü â ðàìêàõ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Ïóñòü ìàññà ñèñòåìû èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

m(t) = m0 −móõ (t) + mïð (t), (23.1)

ãäå m0 � ìàññà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0, móõ (t) è mïð (t) � óõîä è ïðèõîä
ìàññ çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t0, t]. Äëÿ âûâîäà çàêîíà èçìåíåíèÿ èìïóëüñà
ñèñòåìû ïåðåìåííîãî ñîñòàâà ôèêñèðóåì â ìîìåíò âðåìåíè t ñîñòàâ ñèñòåìû
è îáîçíà÷èì Q∗(t) èìïóëüñ ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìû. Â ìîìåíò âðåìåíè t + ∆t
èìïóëüñ ñèñòåìû ïåðåìåííîãî ñîñòàâà áóäåò ðàâåí

Q(t + ∆t) = Q∗(t) + ∆Q∗ −∆Qóõ + ∆Qïð ,

ãäå ∆Q∗ � èçìåíåíèå èìïóëüñà ôèêñèðîâàííûõ â ìîìåíò âðåìåíè t òî÷åê,
∆Qóõ è ∆Qïð � èçìåíåíèå èìïóëüñà èç-çà óøåäøèõ è ïðèøåäøèõ òî÷åê. Âû-
÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé

dQ(t)

dt
= lim

∆t→0

Q(t + ∆t)−Q(t)

∆t
=

= lim
∆t→0

Q∗(t) + ∆Q∗ −∆Qóõ + ∆Qïð −Q∗(t)
∆t

=

= lim
∆t→0

(
∆Q∗

∆t
− ∆Qóõ

∆t
+

∆Qïð

∆t

)

ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó
dQ

dt
= Râíåøí + Räîï (23.2)

� çàêîíó èçìåíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ ñèñòåìû ïåðåìåííîãî ñîñòàâà. Ó÷òåí çàêîí
èçìåíåíèÿ èìïóëüñà Q̇∗ = Râíåøí äëÿ ôèêñèðîâàííîé â ìîìåíò âðåìåíè t ñè-
ñòåìû ïîñòîÿííîãî ñîñòàâà (Râíåøí � ãëàâíûé âåêòîð âíåøíèõ ñèë), ââåäåíî
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îáîçíà÷åíèå
Räîï = lim

∆t→0

(
−∆Qóõ

∆t
+

∆Qïð

∆t

)
(23.3)

äëÿ ñèëû, äîïîëíèòåëüíî äåéñòâóþùåé íà ñèñòåìó èç-çà ïåðåìåííîñòè åå ñîñòà-
âà.

Äîñëîâíîå ïîâòîðåíèå ðàññóæäåíèé, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ äîêàçàíî óðàâíå-
íèå (23.2), ïðèâîäèò ê çàêîíó èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà äëÿ ñèñòåìû ïåðå-
ìåííîãî ñîñòàâà

dKO

dt
= Mâíåøí

O + Mäîï
O , (23.4)

ãäå Mâíåøí
O � ãëàâíûé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë, Mäîï

O � äîïîëíèòåëüíûé ìîìåíò,
ñâÿçàííûé ñ óõîäîì è ïðèõîäîì ìàññ:

Mäîï
O = lim

∆t→0

(
−∆Kóõ

O

∆t
+

∆Kïð
O

∆t

)
. (23.5)

Âèäîì, àíàëîãè÷íûì (23.2), (23.4), îáëàäàåò è çàêîí èçìåíåíèÿ êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè äëÿ ñèñòåìû ïåðåìåííîãî ñîñòàâà:

dT

dt
= N + Näîï , (23.6)

ãäå N =
∑

(Fi, Vi) � ìîùíîñòü âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà
ñèñòåìó; äîïîëíèòåëüíàÿ ìîùíîñòü Näîï îïðåäåëåíà óõîäîì è ïðèõîäîì ìàññ:

Näîï = lim
∆t→0

(
−∆T óõ

∆t
+

∆T ïð

∆t

)
. (23.7)

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå çàêîíîâ (23.2), (23.4), (23.6) â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ ñèñòåì ïåðåìåííîãî ñîñòàâà.
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� 24. ÏÎÑÒÓÏÀÒÅËÜÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÒÅËÀ
ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÑÎÑÒÀÂÀ. ÐÅÀÊÒÈÂÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ

Òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå òåëó, îáëàäàþò îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ V(t). Ó òåëà
èìååòñÿ n ñòîêîâ, ÷åðåç êîòîðûå ïðîèñõîäèò óõîä ìàññ, è r èñòî÷íèêîâ, ÷åðåç
êîòîðûå � ïðèõîä. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (23.1) ìàññà òåëà, èìïóëüñ Q è
ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (23.2) ðàâíû

m(t) = m0 −
n∑

i=1

móõ
i (t) +

r∑

l=1

mïð
l (t),

Q =

{
m0 −

n∑
i=1

móõ
i (t) +

r∑

l=1

mïð
l (t)

}
V,

dQ

dt
=

d(mV)

dt
=

dm

dt
V + m

dV

dt
=

=

(
−

n∑
i=1

dmóõ
i

dt
+

r∑

l=1

dmïð
l

dt

)
V + m

dV

dt
.

(24.1)

Ïóñòü çà âðåìÿ ∆t òåëî ïîêèíóëè ìàññû ∆móõ
i , è ïðèñîåäèíèëèñü ê äâèæåíèþ

òåëà ìàññû ∆mïð
i . Ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè óõîä è

ïðèõîä èìïóëüñà ðàâíû

∆Qóõ =
n∑

i=1

∆móõ
i Cóõ

i , ∆Qïð =
r∑

l=1

∆mïð
l Cïð

l , (24.2)

ãäå Cóõ
l , Cïð

l � ñðåäíèå çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t ñêîðîñòè. Âû÷èñëåíèå ñ
ó÷åòîì (24.2) äîïîëíèòåëüíîé ñèëû (23.3) ïðèâîäèò ê ôîðìóëå

Räîï = lim
∆t→0

(
−∆Qóõ

∆t
+

∆Qïð

∆t

)
= −

n∑
i=1

dmóõ
i

dt
Cóõ

i +
r∑

l=1

dmïð
l

dt
Cïð

l . (24.3)

Ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè (24.1) è (24.3) â óðàâíåíèå (23.2) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå
Ìåùåðñêîãî

m
dV

dt
= Râíåøí −

n∑
i=1

dmóõ
i

dt
uóõ

i +
r∑

l=1

dmïð
l

dt
uïð

l , (24.4)

ãäå uóõ
i = Cóõ

i −V, uïð
i = Cïð

i −V � ñêîðîñòè óõîäÿùèõ è ïðèõîäÿùèõ ìàññ â
ïîäâèæíîé ïîñòóïàòåëüíîé ñèñòåìå, ñâÿçàííîé ñ òåëîì.

Èñïîëüçóåì óðàâíåíèå Ìåùåðñêîãî äëÿ îïèñàíèÿ âåðòèêàëüíîãî âçëåòà ðà-
êåòû. Îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü u èñòå÷åíèÿ ïðîäóêòîâ ñãîðàíèÿ ñ÷èòàåì ïîñòî-
ÿííîé è íàïðàâëåííîé ïðîòèâîïîëîæíî ñêîðîñòè ðàêåòû. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â
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äàííîì ñëó÷àå: m(t) = m0 −móõ (t), ṁ(t) = −ṁóõ (t), ïðîåêöèÿ óðàâíåíèÿ Ìå-
ùåðñêîãî (24.4) íà íàïðàâëåíèå ïîëåòà ðàâíà

m
dV

dt
= −mg − dm

dt
u. (24.5)

Óðàâíåíèå (24.5) èíòåãðèðóåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

V (t) = V0 − gt + u ln
m0

m(t)
. (24.6)

Ïðè g = 0 ýòî ñîîòíîøåíèå íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû Öèîëêîâñêîãî. Èç
ôîðìóëû (24.6) âèäíî, ÷òî òåêóùåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ìî-
ìåíòîì âðåìåíè t è òåêóùèì çíà÷åíèåì ìàññû m(t) ðàêåòû. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
âûñîòû h =

∫
V (t)dt òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî çíàòü çàêîí ñãîðàíèÿ òîïëèâà

m(t) = m0 −móõ (t).
Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé (23.6) è (24.5) âû÷èñëèì ìîùíîñòü âíóòðåííèõ ñèë,

ó÷àñòâóþùèõ â ðàçãîíå ïðîäóêòîâ ñãîðàíèÿ äî îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè u. Çà
âðåìÿ ∆t ðàêåòó ïîêèäàåò ìàññà ∆móõ ñ àáñîëþòíîé ñêîðîñòüþ V − u, ÷òî â
ñîîòâåòñòâèè ñ (23.7) è ∆móõ = −∆m ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

Näîï =
1

2

dm

dt
(V − u)2. (24.7)

Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ñ ó÷åòîì (24.5) äàåò ôîðìóëó

dT

dt
=

d

dt

(
mV 2

2

)
= −mgV +

1

2

dm

dt
(V 2 − 2V u),

à â ñîîòâåòñòâèè ñ (23.6) ïðàâàÿ ÷àñòü äîëæíà áûòü ðàâíà

Nòÿæ + Nâíóòð + Näîï ,

÷òî è ïðèâîäèò ñ ó÷åòîì Nòÿæ = −mgV è (24.7) ê ðåçóëüòàòó äëÿ ìîùíîñòè
âíóòðåííèõ ñèë

Nâíóòð = −dm

dt

u2

2
.
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� 25. ÂÐÀÙÅÍÈÅ ÒÅËÀ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÑÎÑÒÀÂÀ ÂÎÊÐÓÃ
ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÎÉ ÎÑÈ.
ÂÛÒÅÊÀÍÈÅ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÈÇ ÏÎÄÂÈÆÍÎÉ ÖÈÑÒÅÐÍÛ

Âðàùåíèå òåëà ïåðåìåííîãî ñîñòàâà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè z. Ðàñ-
ñóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè òåì, êîòîðûå ïðèâåëè ê óðàâíåíèþ Ìåùåðñêîãî
(24.4), âûâîäèòñÿ ôîðìóëà:

Iz(t)
dω

dt
= Mâíåøí

z −
n∑

i=1

dmóõ
i

dt
Mz{uóõ

i }+
r∑

l=1

dmïð
l

dt
Mz{uïð

l }, (25.1)

ãäå Iz(t) � ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ z, Mâíåøí
z � ãëàâ-

íûé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî îñè z, Mz{·} � îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ
ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî îñè z, ïðî÷èå îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è â (24.4).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (25.1) ðàññìîòðèì çàäà÷ó î
ðàñêðó÷èâàíèè êîëüöåâîé êîñìè÷åñêîé ñòàíöèè ïðè ïîìîùè ðåàêòèâíûõ äâè-
ãàòåëåé [12, çàäà÷à 10.29]. Ñêîðîñòè èñòå÷åíèÿ uóõ ïðîäóêòîâ ñãîðàíèÿ ó äâè-
ãàòåëåé íåèçìåííû ïî âåëè÷èíå: uóõ = u, � è íàïðàâëåíû ïî êàñàòåëüíîé ê
âíåøíåé îêðóæíîñòè ðàäèóñà R. Ðàñêðó÷èâàíèå ïðîèñõîäèò âîêðóã îñè ñèì-
ìåòðèè z. Óðàâíåíèå (25.1) ïðèíèìàåò âèä

(
I0 −móõ (t)R2

) dω

dt
=

dmóõ

dt
Ru, (25.2)

ãäå I0 � ìîìåíò èíåðöèè òåëà â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, móõ (t) =
n∑

i=1

móõ
i (t) �

ñóììàðíûé ðàñõîä ãîðþ÷åãî çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0, t], Mz{uóõ
i } = −Ru.

Ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (25.2) àíàëîãè÷åí ôîðìóëå (24.6):

ω(t) = ω0 +
u

R
ln

I0

I0 −móõ (t)R2
.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì çàäà÷ó, ðåøåíèå êîòîðîé íàõîäèòñÿ íà ãðàíè âîç-
ìîæíîñòåé êîíå÷íîìåðíîé ìåõàíèêè.

Îäíîðîäíàÿ æèäêîñòü âûòåêàåò èç öèñòåðíû ìàññû Ì ÷åðåç êðàí, îòñòîÿ-
ùèé îò öåíòðà èíåðöèè öèñòåðíû íà ðàññòîÿíèè a ïî ãîðèçîíòàëè (ðèñ. 25.1).
Îñü êðàíà âåðòèêàëüíà, è ÷àñòèöû âûòåêøåé æèäêîñòè ñîõðàíÿþò òó ãîðèçîí-
òàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè, êîòîðóþ îíè èìåëè â ìîìåíò îòäåëåíèÿ îò
êðàíà. Âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ óðîâåíü æèäêîñòè â öèñòåðíå îñòàåòñÿ ãîðèçîí-
òàëüíûì, à öåíòð èíåðöèè íàõîäèòñÿ íà òîé æå âåðòèêàëè, ÷òî è öåíòð èíåðöèè
öèñòåðíû. Ïðåíåáðåãàÿ ìàññîé êîëåñ è òðåíèåì, íàéòè ñêîðîñòü äâèæåíèÿ öè-
ñòåðíû â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè t, åñëè ìàññà æèäêîñòè â öèñòåðíå ìåíÿåòñÿ
ïî çàêîíó

m(t) =
1

2
m0

(
1 + cos

πt

t1

)
, (25.3)
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ãäå m0 � íà÷àëüíàÿ ìàññà æèäêîñòè, à t1 îïðåäåëÿåò ïðîìåæóòîê âðåìåíè
[0, t1], çà êîòîðûé æèäêîñòü ïîëíîñòüþ ïîêèäàåò öèñòåðíó [12, çàäà÷à 10.12].

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

- - - - - -

a

O x

Ðèñ. 25.1
Ñëîæíîñòü çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî æèäêîñòü â öèñòåðíå âåäåò ñåáÿ íå
êàê òâåðäîå òåëî: èç-çà àñèììåòðèè âûòåêàíèÿ äëÿ ñîõðàíåíèÿ ãîðèçîíòàëüíî-
ñòè ïîâåðõíîñòè ïðîèñõîäèò íåðàâíîìåðíîå ïåðåìåùåíèå æèäêîñòè, âñëåäñòâèå
÷åãî ñóùåñòâóåò íåîïðåäåëåííîñòü ñ âû÷èñëåíèåì èìïóëüñà, ìîìåíòà èìïóëüñà
è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ðåøåíèå çàäà÷è îñíîâàíî íà áåññïîðíîì ôàêòå: òàê
êàê âíåøíèå ãîðèçîíòàëüíûå ñèëû îòñóòñòâóþò, òî îáùèé öåíòð èíåðöèè

xC =
Σmixi

M + m0

� öèñòåðíû, æèäêîñòè â íåé è âûòåêøåé æèäêîñòè � â ãîðèçîíòàëüíîì íà-
ïðàâëåíèè ïåðåìåùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ:

Σmixi = {M + m(t)}X(t) +

∫ t

0

x(τ)dmóõ }(τ) = C1t + C2. (25.4)

Îáîçíà÷åíî: X(t) - ãîðèçîíòàëüíàÿ êîîðäèíàòà öåíòðà ìàññ öèñòåðíû; m(t) �
ìàññà æèäêîñòè â íåé; C1 = V0/(M + m0), C2 = X0/(M + m0); èíòåãðàë îïðåäå-
ëÿåò âêëàä â ïîëîæåíèå îáùåãî öåíòðà èíåðöèè ÷àñòèö dmóõ }(τ), ïîêèíóâøèõ
öèñòåðíó â ìîìåíò âðåìåíè τ ∈ [0, t]. Â ìîìåíò âðåìåíè τ ÷àñòèöû èìåëè êî-
îðäèíàòû X(τ) − a è ïðèîáðåòàëè ñêîðîñòè Ẋ(τ), âñëåäñòâèå ÷åãî ê ìîìåíòó
âðåìåíè t îíè çàíèìàëè â ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëü ïîëîæåíèå

x(τ) = X(τ)− a + Ẋ(τ)(t− τ). (25.5)

Ìàññà dmóõ (τ) ÷àñòèöû, ïîêèíóâøàÿ öèñòåðíó â ìîìåíò âðåìåíè τ , ðàâíà

dmóõ (τ) = ṁóõ (τ)dτ = −ṁ(τ)dτ, (25.6)
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ó÷òåíî: m(t) = m0 − móõ (t), ṁ(t) = −ṁóõ (t). Ïîäñòàíîâêà (25.5)) è (25.6) â
(25.4) ïðèâîäèò ê èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ X(t):

{M + m(t)}X(t)−
∫ t

0

{
X(τ)− a + Ẋ(τ)(t− τ)

}
ṁ(τ)dτ = C1t + C2,

à ïîñëå äâóêðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî t � ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ

Ẍ = − am̈(t)

M + m(t)
.

Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå çàêîíà (25.3) èçìåíåíèÿ ìàññû m(t) è èíòåãðèðîâàíèå
ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè Ẋ(0) = 0 ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

V (t) = Ẋ(t) = a
π

t1

{
π

t1
t− 2M + m0√

M(M + m0)
arctg

(√
M

M + m0

tg
πt

2t1

)}
.

Ðåçóëüòàò âåðåí ïðè t ∈ [0, t1]. Ê ìîìåíòó âðåìåíè t1 æèäêîñòü ïîëíîñòüþ ïîêè-
äàåò öèñòåðíó, è å¼ äâèæåíèå â äàëüíåéøåì ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

V = V (t1) = a
π2

t1

{
1− 2M + m0

2
√

M(M + m0)

}
.

Çàìåòèì, ÷òî, êàêîâî áû íè áûëî îòíîøåíèå ìàññ M è m0, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ
t äëÿ ñêîðîñòè âûïîëíÿåòñÿ V (t) > 0 (Ẋ(0) = 0, Ẍ(0) > 0), à ïðè t > t1 �
âûïîëíÿåòñÿ V (t) < 0, ò.å. ñíà÷àëà öèñòåðíà äâèæåòñÿ âïðàâî (ðèñ. 25.1), à
çàòåì íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ìåíÿåòñÿ.
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ÃËÀÂÀ 8
ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎËÎÆÅÍÈß ÒÂ�ÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

� 26. ÌÀÒÐÈÖÀ ÏÎÂÎÐÎÒÀ. ÓÃËÛ ÝÉËÅÐÀ

Â � 4 áûëî ïîêàçàíî: ÷òîáû çíàòü â ìîìåíò âðåìåíè t ïîëîæåíèå êàæäîé òî÷êè
òâ¼ðäîãî òåëà, íóæíî çíàòü ïîëîæåíèå îäíîé èç òî÷åê O òåëà è ïîëîæåíèå îòëî-
æåííîãî îò òî÷êè O îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, ñâÿçàííîãî ñ òåëîì (ðèñ. 4.1),
òî åñòü, çíàòü ÷åòûðå âåêòîðà r0(t), e1(t), e2(t), e3(t). Çàäàíèå ïîëîæåíèÿ è ïîâå-
äåíèÿ òî÷êè O áûëî îáñóæäåíî â ãëàâå 1. Â íàñòîÿùåé ãëàâå áóäóò îáñóæäàòüñÿ
ñïîñîáû çàäàíèÿ îðèåíòàöèè òâ¼ðäîãî òåëà: ïîëîæåíèÿ ñâÿçàííîãî ñ òåëîì áà-
çèñà e1(t), e2(t), e3(t). Îäíèì èç ñïîñîáîâ ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå êàæäîãî âåêòîðà
ek(t) ðàçëîæåíèåì ïî áàçèñó i1, i2, i3, ñâÿçàííîìó ñ ñèñòåìîé îòñ÷¼òà (ðèñ. 4.1):

ek =
3∑

l=1

ak lil. (26.1)

Ìàòðèöó A = ‖ak l‖ â (26.1) íàçûâàþò ìàòðèöåé ïîâîðîòà èëè ìàòðèöåé
íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ (ak l = cos

(
êk, il

)
) [5, 8]. Òàê êàê îáà áàçèñà îðòî-

íîðìèðîâàíû (ñì. (2.1) è (4.1)), âû÷èñëåíèÿ ñ ó÷¼òîì (26.1)

δkj = (ek, ej) =
3∑

l, s=1

ak laj s(il, is) =
3∑

l, s=1

ak laj sδls =
3∑

l=1

ak laj l

ïðèâîäÿò ê âûâîäó
3∑

l=1

ak laj l = δkj èëè AAT = E, (26.2)

÷òî ìàòðèöà A = ‖ak l‖ îðòîãîíàëüíà [3]. Èç (26.2) ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíîé ê
ìàòðèöå A ÿâëÿåòñÿ åé òðàíñïîíèðîâàííàÿ AT : A−1 = AT , òî åñòü, ðàçðåøåíèå
ñîîòíîøåíèÿ (26.1) îòíîñèòåëüíî il ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

il =
3∑

j=1

aj lej. (26.3)

Âñëåäñòâèå äâèæåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà îðòû ej(t) è ìàòðèöà ïîâîðîòà A(t) =
‖ak l(t)‖ çàâèñÿò îò âðåìåíè t. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t ôîðìóë (26.2) îïðå-
äåëÿåò âûðàæåíèÿ

3∑

l=1

ȧk laj l = −
3∑

l=1

ak lȧj l èëè ȦAT = −AȦT . (26.4)

88



Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî t ïåðåõîä (26.1) ñ ïîñëåäóþùåé çàìåíîé ïðè ïîìîùè
(26.3) il íà ej:

ėk =
3∑

l=1

ȧk lil =
3∑

l=1

ȧk laj lej =
3∑

l=1

bk jej. (26.5)

Îáîçíà÷åíî B = ‖bk j‖ = ‖ȧk laj l‖ = ȦAT . Ìàòðèöà B êîñîñèììåòðè÷íà:

BT = (ȦAT )T = AȦT (26.4)
= −ȦAT = −B,

è ïîýòîìó å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå [10, ãë. I, � 4]

B =




0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0


 .

Åñëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòîâ ωj ìàòðèöû B ââåñòè âåêòîð ωωωωω =
3∑

l=1

ωjej,
òî íå òðóäíî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü, ÷òî äâå ôîðìóëû � (26.5) è (4.6)
(ėk = [ωωωωω, ek]) � ïðèâîäÿò ê ñîâïàäàþùèì ðåçóëüòàòàì. Ýòîò ôàêò åñòü åù¼
îäíî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ωωωωω â ëåììå 4.1.

Ñîîòíîøåíèå (26.2) íàêëàäûâàåò øåñòü óñëîâèé íà äåâÿòü ýëåìåíòîâ ak l

ìàòðèöû A = ‖ak l‖:
3∑

l=1

a2
1 l = 1,

3∑

l=1

a2
2 l = 1,

3∑

l=1

a2
3 l = 1,

3∑

l=1

a1 la2 l = 0,
3∑

l=1

a1 la3 l = 0,
3∑

l=1

a2 la3 l = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü òðè ýëåìåíòà èç äå-
âÿòè ak l èçìåíÿòü ïðîèçâîëüíî, à îñòàëüíûå øåñòü âûðàçèòü (ëîêàëüíî) èç ïðè-
âåä¼ííûõ óðàâíåíèé. Èëè � âñå äåâÿòü âûðàçèòü ÷åðåç íåêîòîðûå òðè ïåðåìåí-
íûå. Îäíà èç òàêèõ âîçìîæíîñòåé îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì óãëîâ Ýéëåðà.

Áàçèñ ñèñòåìû îòñ÷¼òà i1, i2, i3 è áàçèñ e1, e2, e3, ñâÿçàííûé ñ òåëîì, îòëîæèì
îò îáùåé íà÷àëüíîé òî÷êîé O (ðèñ. 26.1, îðò e2 íå èçîáðàæ¼í). Óãëû Ýéëåðà
ââîäÿòñÿ êàê óãëû ìåæäó âåêòîðàìè (n � îðò íà ëèíèè óçëîâ: n⊥i3, n⊥e3):

θ = î3, e3 � óãîë íóòàöèè;
ψ = î1, n � óãîë ïðåöåññèè;
ϕ = n̂, e1 � óãîë ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî êîíêðåòíûé âûáîð óãëîâ θ, ψ, ϕ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîëî-

æåíèå òåëà, íî åñëè ïîëîæåíèþ òåëà ñîîòâåòñòâóåò êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ i3
è e3 (θ = 0 èëè θ = π), òî íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíû ëèíèÿ óçëîâ
è çíà÷åíèÿ óãëîâ ψ è ϕ, òî åñòü óãëû Ýéëåðà íå ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíûìè êîîð-
äèíàòàìè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íåãëîáàëüíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ �ïî ìåðå íóëü�, ýòî
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îáñòîÿòåëüñòâî ïðîÿâëÿåòñÿ â ñèíãóëÿðíîñòè íåêîòîðûõ óðàâíåíèé (ñì. äàëåå
(26.9)).

q

y

j

i1

i2

i3

n

e
3

e
1

O

Ðèñ. 26.1

y+ji1

i2

i3e
3

e
1

*

*

O

Ðèñ. 26.2

Òåîðåìà 26.1. Òâ¼ðäîå òåëî ìîæíî ïðèâåñòè â ïîëîæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå
óãëàì Ýéëåðà θ, ψ, ϕ äâóìÿ ïîâîðîòàìè:

1. âîêðóã i3 íà óãîë ψ + ϕ;
2. âîêðóã n íà óãîë θ.

¤ Ïåðâûé ïîâîðîò ïîêàçàí íà ðèñ. 26.2. e∗1 è e∗3 � ïðîìåæóòî÷íûå ïîëîæåíèÿ
îðòîâ. Óãîë ψ îäíîçíà÷íî çàäà¼ò ïîëîæåíèå îðòà n, êîòîðûé îïðåäåëÿåò âòîðîé
ïîâîðîò è îêîí÷àòåëüíîå ïîëîæåíèå òåëà (ðèñ 26.1). ¥
Óãëû Ýéëåðà çàäàþò ñëîæíîå âðàùåíèå òåëà (� 11): ïåðâàÿ ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà
ñîâåðøàåò ÷èñòîå âðàùåíèå (îïðåäåëåíèå 11.2) ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωωωωω1 = ψ̇i3,
äðóãàÿ ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà ñîâåðøàåò ÷èñòîå âðàùåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðâîé
ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωωωωω2 = θ̇n, òåëî ñîâåðøàåò ÷èñòîå âðàùåíèå îòíîñèòåëüíî
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ïîñëåäíåé ïîäâèæíîé ñèñòåìû ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωωωωω3 = ϕ̇e3. Ïî òåîðåìå 9.1
àáñîëþòíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà ðàâíà:

ωωωωω = ψ̇i3 + θ̇n + ϕ̇e3. (26.6)

Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû p, q, r ðàçëîæåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ïî áàçèñó, ñâÿ-
çàííîìó ñ òåëîì:

ωωωωω = pe1 + qe2 + re3. (26.7)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ, íàïðèìåð, êîýôôèöèåíòà p òðåáóåòñÿ ôîðìóëó (26.6) ñêàëÿð-
íî óìíîæèòü íà e1:

p = (ωωωωω, e1) = ψ̇(i3, e1) + θ̇(n, e1) + ϕ̇(e3, e1).

Îïóñêàÿ âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, âûïèøåì ðåçóëüòàò äëÿ p è äëÿ
äðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ q, r:

p = ψ̇ sin θ sin ϕ + θ̇ cos ϕ,

q = ψ̇ sin θ cos ϕ− θ̇ sin ϕ,

r = ψ̇ cos θ + ϕ̇.

(26.8)

Óðàâíåíèÿ (26.8) íàçûâàþòñÿ êèíåìàòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà.
Ïîñëå ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ óðàâíåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ñèñòåìîé
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîì âèäå:

ψ̇ = (p sin ϕ + q cos ϕ)
1

sin θ
,

θ̇ = p cos ϕ− q sin ϕ,
ϕ̇ = (p sin ϕ + q cos ϕ)ctgθ.

(26.9)

Îáðàùàåì âíèìàíèå íà îáåùàííûé sin θ â çíàìåíàòåëå.

91



� 27. ÀËÃÅÁÐÀ ÊÂÀÒÅÐÍÈÎÍÎÂ
Íàïîìíèì ïîíÿòèå êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë [7,
ãë. VI]. Â ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ áàçèñîì i1, . . . , in è ýëåìåíòàìè
Λ =

n∑
k=1

λkik, M =
n∑

l=1

µlil (λk è µl � âåùåñòâåííûå ÷èñëà) îïðåäåëåíî óìíî-
æåíèå Λ ◦ M . Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ñâÿçàíû ðàñïðåäåëèòåëüíûì
(äèñòðèáóòèâíûì) çàêîíîì Λ ◦ (M + N) = Λ ◦M + Λ ◦ N , âñëåäñòâèå êîòîðî-
ãî äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ âûïîëíÿåòñÿ: Λ ◦M =

n∑
k, l=1

λkµlik ◦ il, òî

åñòü, äëÿ ââåäåíèÿ óìíîæåíèÿ â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
òàáëèöó óìíîæåíèÿ ik ◦ il. Ââåä¼ííîå òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ
àëãåáðîé.

Àëãåáðà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë � äâóìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ýëå-
ìåíòàìè Λ = λ0i0 + λ1i1 è òàáëèöåé óìíîæåíèÿ i0 ◦ i0 = i0, i0 ◦ i1 = i1, i1 ◦ i0 = i1,
i1 ◦ i1 = −i0. Èç ïðèâåä¼ííîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî áàçèñíûé ýëåìåíò i0 èãðàåò
ðîëü åäèíèöû (Λ◦ i0 = i0◦Λ = Λ), îí îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ åäèíèöåé 1 è ïðè óìíî-
æåíèè îïóñêàåòñÿ: Λ = λ0 + λ1i1. Áàçèñíûé ýëåìåíò i1 = i íàçûâàåòñÿ ìíèìîé
åäèíèöåé: i ◦ i = −1.

Àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ [4, 7] ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì àëãåáðû êîìïëåêñíûõ
÷èñåë. Ýòî ÷åòûð¼õìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì i0, i1, i2, i3. Òàê æå,
êàê ó êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, áàçèñíûé ýëåìåíò i0 èãðàåò ðîëü åäèíèöû (Λ ◦ i0 =
i0 ◦ Λ = Λ), îí îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ åäèíèöåé 1 è ïðè óìíîæåíèè îïóñêàåòñÿ:
Λ = λ0 +

3∑
k=1

λkik. Äëÿ ïðî÷èõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ (k, l = 1, 3) â òàáëèöå
óìíîæåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ

ik ◦ il =

{
−1, åñëè k = l;
[ik, il], åñëè k 6= l.

(27.1)

Äëÿ êâàòåðíèîíà
Λ = λ0 + λ1i1 + λ2i2 + λ3i3 = λ0 + λλλλλ (27.2)

èñïîëüçóþòñÿ íàçâàíèÿ: λ0 � ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü, λλλλλ = λ1i1+λ2i2+λ3i3 � âåêòîðíàÿ
÷àñòü êâàòåðíèîíà. Ñ ó÷¼òîì (27.1) êâàòåðíèîííîå óìíîæåíèå äâóõ êâàòåðíèî-
íîâ

Λ = λ0 + λ1i1 + λ2i2 + λ3i3 = λ0 + λλλλλ, M = µ0 + µ1i1 + µ2i2 + µ3i3 = µ0 + µµµµµ

ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

Λ ◦M = λ0µ0 − (λλλλλ, µµµµµ)︸ ︷︷ ︸
ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü

+ λ0µµµµµ + µ0λλλλλ + [λλλλλ, µµµµµ]︸ ︷︷ ︸
âåêòîðíàÿ ÷àñòü

. (27.3)

Îòìåòèì, ÷òî êâàòåðíèîííîå óìíîæåíèå íåêîììóòàòèâíî, èç (27.3) ñëåäóåò

Λ ◦M −M ◦ Λ = 2[λλλλλ, µµµµµ]. (27.4)
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Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ôîðìóëû (27.3). Êâàòåðíèîííûé êâàäðàò:

Λ2 = Λ ◦ Λ = λ2
0 −

3∑

k=1

λ2
k + 2λ0λλλλλ. (27.5)

Êâàòåðíèîííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (λ0 = 0, µ0 = 0)):

λλλλλ ◦ µµµµµ = −(λλλλλ, µµµµµ) + [λλλλλ, µµµµµ]. (27.6)

Êâàòåðíèîííûé êâàäðàò âåêòîðà:

λλλλλ ◦ λλλλλ = −
3∑

k=1

λ2
k = −|λλλλλ|2. (27.7)

Êâàòåðíèîííûé êâàäðàò îðòà (|e| = 1):

e ◦ e = −|e|2 = −1. (27.8)

Èç (27.8) âèäíî, ÷òî ëþáîé îðò e âåä¼ò ñåáÿ ñ êâàòåðíèîííîé òî÷êè çðåíèÿ êàê
ìíèìàÿ åäèíèöà.

Ïî ôîðìóëå (27.3) ïðîâåðÿåòñÿ àññîöèàòèâíîñòü êâàòåðíèîííîãî óìíîæå-
íèÿ:

(Λ ◦M) ◦N = Λ ◦ (M ◦N). (27.9)

Ïðèìåð 27.1 [12, çàäà÷à 4.61]. Ðåøèòü êâàòåðíèîííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

Λ2 + 2bΛ + c = 0,

b è c � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ïîäñòàíîâêà Λ2 èç (27.5) è Λ â óðàâíåíèå, ïðè-
ðàâíèâàíèå ê íóëþ âåêòîðíîé è ñêàëÿðíîé ÷àñòåé ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì

2λλλλλ(λ0 + b) = 0, λ2
0 − |λλλλλ|2 + 2bλ0 + c = 0,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò âûâîä:
ïðè c = b2 åäèíñòâåííîå ñêàëÿðíîå ðåøåíèå Λ = λ0 = −b;
ïðè c < b2 äâà ñêàëÿðíûõ ðåøåíèÿ Λ = λ0 = −b±√b2 − c;
ïðè c > b2 ðåøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî, λ0 = −b, âåêòîðíàÿ ÷àñòü � ëþáîé

âåêòîð λλλλλ, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ |λλλλλ|2 = c− b2.
Êâàòåðíèîíó Λ = λ0 + λλλλλ ñîîòâåòñòâóåò ñîïðÿæ¼ííûé êâàòåðíèîí Λ̃ =

λ0 − λλλλλ. Îòìåòèì ñâîéñòâî, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàíî äàëåå:
{

Λ = −Λ̃
}
⇔ {

Λ = λλλλλ (λ0 = 0)
}

. (27.10)

Îòìåòèì åù¼ îäíî ñâîéñòâî, ïðîâåðÿåìîå ïî îïðåäåëåíèþ ñîïðÿæ¼ííîãî êâà-
òåðíèîíà (ó÷òåíà àññîöèàòèâíîñòü (27.9))

˜Λ1 ◦ · · · ◦ Λn = Λ̃n ◦ · · · ◦ Λ̃1. (27.11)
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Ïî ôîðìóëå óìíîæåíèÿ (27.3) îïðåäåëÿåòñÿ íîðìà êâàòåðíèîíà:

‖Λ‖ = Λ ◦ Λ̃ = Λ̃ ◦ Λ = λ2
0 + λ2

1 + λ2
2 + λ2

3, (27.12)

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé êâàòåðíèîí Λ 6= 0 èìååò îáðàòíûé (Λ−1 ◦ Λ =
Λ ◦ Λ−1 = 1)

Λ−1 =
1

‖Λ‖Λ̃. (27.13)

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ êâàòåðíèîíîâ âûïîëíÿåòñÿ (äîêàçûâàåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ
(27.12) íîðìû)

‖Λ ◦M‖ = ‖Λ‖ ‖M‖ . (27.14)

Äëÿ íîðìèðîâàííîãî êâàòåðíèîíà âûïîëíÿåòñÿ

‖Λ‖ = Λ ◦ Λ̃ = Λ̃ ◦ Λ = λ2
0 + λ2

1 + λ2
2 + λ2

3 = 1. (27.15)

Èç (27.14) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî íîðìèðîâàííûõ êâàòåðíèîíîâ � ïîäàëãåáðà.
Èç ôîðìóëû (27.13) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îáðàòíîãî íîðìèðîâàííîìó êâàòåðíèîíó
âûïîëíÿåòñÿ

Λ−1 = Λ̃. (27.16)

Êàê âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ (27.15), äëÿ íîðìèðîâàííîãî êâàòåðíèîíà ñïðà-
âåäëèâî |λ0| 6 1, òî åñòü, λ0 ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç óãîë ϕ:

λ0 = cos
ϕ

2
,

äëÿ ïðî÷èõ êîýôôèöèåíòîâ âûïîëíÿåòñÿ

λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 = 1− cos2 ϕ

2
= sin2 ϕ

2
.

Òàêèì îáðàçîì, íîðìèðîâàííûé êâàòåðíèîí ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

Λ = cos
ϕ

2
+ e sin

ϕ

2
, e � îðò. (27.17)
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� 28. ÑËÎÆÅÍÈÅ ÏÎÂÎÐÎÒÎÂ.
ÏÀÐÀÌÅÒÐÛ ÐÎÄÐÈÃÀ�ÃÀÌÈËÜÒÎÍÀ
Ïðè ïîìîùè íîðìèðîâàííîãî êâàòåðíèîíà çàäà¼òñÿ ïîâîðîò òð¼õìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.
Òåîðåìà 28.1. Ïóñòü çàäàí íîðìèðîâàííûé êâàòåðíèîí (27.17). Òîãäà îïåðà-
öèÿ (ó÷òåíà àññîöèàòèâíîñòü (27.9))

Λ ◦ r ◦ Λ̃ = r∗ (28.1)

íàä ïðîèçâîëüíûì âåêòîðîì r (Λ̃ � êâàòåðíèîí, ñîïðÿæ¼ííûé (27.17)) ïðèâî-
äèò ê âåêòîðó r∗, êîòîðûé åñòü ðåçóëüòàò ïîâîðîòà âåêòîðà r âîêðóã âåêòîðà e
íà óãîë ϕ.
¤ Â ïðîñòîì ñëó÷àå r‖e óòâåðæäåíèå òåîðåìû âñëåäñòâèå (27.4) è (27.15) î÷å-
âèäíî: Λ ◦ r ◦ Λ̃ = r ◦ Λ ◦ Λ̃ = r. Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ [e, r] = b 6= 0, b = r sin γ
(ðèñ. 28.1).

g

j

r
e

e

r r*

a

b

c
Ðèñ. 28.1

Ââåä¼ì âåêòîð a = [b, e], a = b = r sin γ. Òðè âåêòîðà a, b, e � ïðàâûé îðòîãî-
íàëüíûé áàçèñ. Âåêòîð r ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ýòîìó áàçèñó ñëåäóþùèì îáðàçîì
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r = a + re (ðèñ. 28.1). Óòâåðæäåíèå, êîòîðîå íóæíî äîêàçàòü, ïðè ïîìîùè ââå-
ä¼ííûõ âåêòîðîâ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 28.1):

r∗ = re + c = re + a cos ϕ + b sin ϕ.

Ïðîäåëàåì íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âû÷èñëåíèÿ

r∗ = Λ ◦ r ◦ Λ̃
(27.4)
=

(
r ◦ Λ + 2[e sin

ϕ

2
, r]

)
◦ Λ̃ = r ◦

1︷ ︸︸ ︷
Λ ◦ Λ̃ +2b ◦ Λ̃ sin

ϕ

2
=

= r + 2b ◦
(
cos

ϕ

2
− e sin

ϕ

2

)
sin

ϕ

2
= r + b sin ϕ− a(1− cos ϕ) =

= r− a︸ ︷︷ ︸
re

+ a cos ϕ) + b sin ϕ︸ ︷︷ ︸
c

.

Êðîìå ââåä¼ííûõ ðàíåå îáîçíà÷åíèé ó÷òåíî, ÷òî (ñì. (27.6))

b ◦ e = −(b, e) + [b, e] = −([e, r], e) + [b, e] = [b, e] = a.

¥
Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ.

r
Λ−→ r∗

M−→ r∗∗,

r
N=?−−→ r∗∗.

Êâàòåðíèîí Λ ïðè ïîìîùè (28.1) ïåðåâîäèò ïðîèçâîëüíûé âåêòîð r â âåêòîð r∗,
Êâàòåðíèîí M ïåðåâîäèò âåêòîð r∗ â âåêòîð r∗∗. Íàéòè êâàòåðíèîí N , ïåðåâî-
äÿùèé ïðè ïîìîùè (28.1) âåêòîð r â âåêòîð r∗∗. Èç (28.1) ñëåäóåò: r∗ = Λ◦r◦ Λ̃,

r∗∗ = M ◦ r∗ ◦ M̃ = M ◦ Λ ◦ r ◦ Λ̃ ◦ M̃
(27.11)

= M ◦ Λ ◦ r ◦ M̃ ◦ Λ = N ◦ r ◦ Ñ ,

ãäå îáîçíà÷åíî N = M ◦ Λ. Òàêèì îáðàçîì, äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòà �
ïåðâûé, çàäàííûé Λ, âòîðîé, çàäàííûé M , � ìîæíî çàìåíèòü îäíèì, çàäàí-
íûì ïðè ïîìîùè (28.1) êâàòåðíèîíîì N = M ◦ Λ. Ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ
ôîðìóëà â îáùåì ñëó÷àå: n ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ

r
Λ1−→ · · · Λn−→ r∗

çàìåíÿþòñÿ îäíèì
r

N−→ r∗,

çàäàííûì ïðè ïîìîùè (28.1) êâàòåðíèîíîì

N = Λn ◦ · · · ◦ Λ1. (28.2)
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Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî �òâîðöû� Λ1, . . . , Λn ïîâîðîòîâ ðàñïîëîæåíû â ôîð-
ìóëå (28.2) â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
Òåîðåìà 28.2 (Ë. Ýéëåð) [6, � 6]. Äâà ïîëîæåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæ-
íîé òî÷êîé ìîãóò áûòü ïåðåâåäåíû îäíî â äðóãîå ïîâîðîòîì âîêðóã íåêîòîðîé
îñè, çàäàííîé âåêòîðîì k, íà íåêîòîðûé óãîë β.
¤ Ïóñòü íà ðèñ. 26.1 áàçèñ i1, i2, i3 ñâÿçàí ñ îäíèì ïîëîæåíèåì òåëà, áàçèñ e1, e2,
e3 � ñ äðóãèì. Òåîðåìà 26.1 óòâåðæäàåò, ÷òî ïåðâîå ïîëîæåíèå òåëà ìîæíî ïå-
ðåâåñòè âî âòîðîå äâóìÿ ïîâîðîòàìè. Â ýéëåðîâûõ óãëàõ ýòèì äâóì ïîâîðîòàì
â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (28.1) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñëåäóþùèå êâàòåðíèîíû

Λ1 = cos
ψ + ϕ

2
+ i3 sin

ψ + ϕ

2
, Λ2 = cos

θ

2
+ n sin

θ

2
.

Ôîðìóëû (28.2) è (27.3) îïðåäåëÿþò êâàòåðíèîí N , çàäàþùèé ðåçóëüòèðóþùèé
ïîâîðîò:

N = Λ2 ◦ Λ1 = cos
θ

2
cos

ψ + ϕ

2
+

+i3 cos
θ

2
sin

ψ + ϕ

2
+ n sin

θ

2
cos

ψ + ϕ

2
+ [n, i3] sin

θ

2
sin

ψ + ϕ

2
.

(28.3)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îäíî ïîëîæåíèå òåëà çàäàíî îòíîñèòåëüíî äðóãîãî ïîëîæå-
íèÿ óãëàìè Ýéëåðà, òî äëÿ ñîâìåùåíèÿ ïîëîæåíèé íóæíî îñóùåñòâèòü ïîâîðîò
âòîðîãî ïîëîæåíèÿ íà óãîë β, çàäàííûé óðàâíåíèåì

cos
β

2
= cos

θ

2
cos

ψ + ϕ

2
, (28.4)

âîêðóã âåêòîðà

k = i3 cos
θ

2
sin

ψ + ϕ

2
+ n sin

θ

2
cos

ψ + ϕ

2
+ [n, i3] sin

θ

2
sin

ψ + ϕ

2
.

Åñëè âûðàçèòü îðò n ÷åðåç îðòû i1, i2, i3 (ðèñ. 26.1): n = i1 cos ψ + i2 sin ψ, �
è ïîäñòàâèòü ýòî âûðàæåíèå â (28.3), ïîëó÷èì ðåçóëüòèðóþùèé êâàòåðíèîí â
áîëåå ïðèíÿòîì âèäå [8, 3.6]:

N = Λ2 ◦ Λ1 = cos
θ

2
cos

ψ + ϕ

2
+

+i1 sin
θ

2
cos

ψ − ϕ

2
+ i2 sin

θ

2
sin

ψ − ϕ

2
+ i3 cos

θ

2
sin

ψ + ϕ

2
.

Äëÿ ñîâìåùåíèÿ íóæíî ïîâåðíóòü òåëî íà óãîë β (ñì. (28.4)) âîêðóã âåêòîðà

k = i1 sin
θ

2
cos

ψ − ϕ

2
+ i2 sin

θ

2
sin

ψ − ϕ

2
+ i3 cos

θ

2
sin

ψ + ϕ

2
. (28.5)

¥
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Ïðèìåð 28.1 [12, çàäà÷à 4.71]. Òâ¼ðäîå òåëî ñîâåðøàåò ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ
(îïðåäåëåíèå 10.1, ðèñ. 10.1) ñ ïàðàìåòðàìè: θ � óãîë íóòàöèè, ωîòí = ϕ̇ �
óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ, ωïåð = ψ̇ � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåñ-
ñèè. Ñâÿçàòü íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ïîëîæåíèÿ òåëà ïîâîðîòîì íà óãîë β âîêðóã
âåêòîðà k.

Çàäà÷ó ðåøàåò ïîäñòàíîâêà â ôîðìóëû (28.4), (28.5) âûðàæåíèé ϕ = ωîòít,
ψ = ωïåðt. Â ñëó÷àå ïðèìåðà 10.1 � êîíóñ êàòàåòñÿ ïî ïëîñêîñòè áåç ïðîñêàëü-
çûâàíèÿ (ðèñ. 10.2) � ïàðàìåòðû ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè ìîæíî óêàçàòü êîí-
êðåòíåé: θ = α + π/2, ωïåð = Ω, ωîòí = Ω/ sin α. Â [12, çàäà÷à 4.71] äëÿ êîíóñà
óòî÷íÿåòñÿ α = π/4.

Íîðìèðîâàííûé êâàòåðíèîí (27.17) ïðè ïîìîùè òåîðåìû 28.1 ïðåäîñòàâëÿåò
âîçìîæíîñòü çàäàòü îðèåíòàöèþ òåëà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷¼òà:

ek = Λ ◦ ik ◦ Λ̃. (28.6)

Êâàòåðíèîííîå óìíîæåíèå (28.6) ñëåâà íà Λ̃, ñïðàâà íà Λ ñ ó÷¼òîì (27.15) ïðè-
âîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

ik = Λ̃ ◦ ek ◦ Λ. (28.7)

Êâàòåðíèîííîå óìíîæåíèå íîðìèðîâàííîãî êâàòåðíèîíà

Λ = λ0 +
3∑

k=1

λkik (28.8)

ñëåâà íà Λ, ñïðàâà íà Λ̃

Λ ◦ Λ ◦ Λ̃︸ ︷︷ ︸
1

= λ0 Λ ◦ Λ̃︸ ︷︷ ︸
1

+
3∑

k=1

λk Λ ◦ ik ◦ Λ̃︸ ︷︷ ︸
ek

ñ ó÷¼òîì (27.15) è (28.6) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ Λ = λ0 +
3∑

k=1

λkek, èç êîòîðîãî
ñëåäóåò, ÷òî åñëè äâà áàçèñà ñâÿçàíû ïî ôîðìóëå (28.1) íîðìèðîâàííûì êâà-
òåðíèîíîì Λ, òî ýòîò êâàòåðíèîí ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî âåêòîðàì ýòèõ áàçèñîâ ñ
îäèíàêîâûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ.

Èç ôîðìóë (28.6) è (28.8) ñëåäóåò: äëÿ òîãî ÷òîáû çíàòü â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè t îðèåíòàöèþ òåëà � ïîëîæåíèå ñâÿçàííûõ ñ òåëî îðòîâ e1, e2, e3 �
íóæíî çíàòü ÷åòûðå ÷èñëà λ0, λ1, λ2, λ3. Ýòè ÷èñëà � êîýôôèöèåíòû ðàçëî-
æåíèÿ êâàòåðíèîíà (28.8), çàäàþùåãî ïî ôîðìóëå (28.6) ïîëîæåíèÿ îðòîâ e1,
e2, e3, � íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè Ðîäðèãà�Ãàìèëüòîíà. Çàäàòü äâèæåíèå
òåëà (ñ òî÷êè çðåíèÿ îðèåíòàöèè) � çàäàòü ÷åòûðå ñêàëÿðíûõ ôóíêöèè λ0(t),
λ1(t), λ2(t), λ3(t).

Âåðí¼ìñÿ ê ñèòóàöèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ

ik

Λ=λ0+
3P

k=1
λkik

−−−−−−−−−→ ek

M=µ0+
3P

k=1
µkek

−−−−−−−−−→ nk.
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Êâàòåðíèîí Λ îïðåäåë¼í â áàçèñå ik, ñâÿçàííîì ñ ñèñòåìîé îòñ÷¼òà, è â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè çàäà¼ò ïîëîæåíèå ïîäâèæíîé ñèñòåìû � ïåðåíîñíîå äâèæå-
íèå. Êâàòåðíèîí M îïðåäåë¼í â áàçèñå ek, ñâÿçàííîì ñ ïîäâèæíîé ñèñòåìîé,
è â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè çàäà¼ò îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà (ñ
òî÷êè çðåíèÿ îðèåíòàöèè) � ïîëîæåíèå áàçèñà nk, ñâÿçàííîãî ñ òåëîì. Ôîðìóëà
(28.2) äà¼ò îòâåò íà âîïðîñ, êàê ñâÿçàòü áàçèñû ik è nk: N = M ◦ Λ. Óìíîæå-
íèå çàòðóäíåíî, òàê êàê êâàòåðíèîíû Λ è M îïðåäåëåíû â ðàçíûõ áàçèñàõ.
Ïðîäåëàåì ïî ôîðìóëå (28.6) ïåðåõîä â êâàòåðíèîíå M ê áàçèñó ik:

N = M ◦ Λ =

(
µ0 +

3∑

k=1

µkek

)
◦ Λ =

(
µ0 +

3∑

k=1

µkΛ ◦ ik ◦ Λ̃

)
◦ Λ =

= Λ ◦

M∗︷ ︸︸ ︷(
µ0 +

3∑

k=1

µkik

)
◦

1︷ ︸︸ ︷
Λ̃ ◦ Λ = Λ ◦M∗.

Êâàòåðíèîí M∗ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì êâàòåðíèîíîì ïî îòíîøåíèþ ê M

M = µ0 +
3∑

k=1

µkek, M∗ = µ0 +
3∑

k=1

µkik (28.9)

� êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó ek ïðèïèñûâàþòñÿ èñõîäíîìó áàçèñó ik.
Ïî èíäóêöèè ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå: n ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ïåðåõîäîâ îò áàçèñó ê áàçèñó:

ik
Λ1−→ · · · Λn−→ nk

çàìåíÿþòñÿ îäíèì
ik

N−→ nk,

çàäàííûì ïðè ïîìîùè (28.1) êâàòåðíèîíîì

N = Λ∗1 ◦ · · · ◦ Λ∗n. (28.10)

Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî �òâîðöû� Λ1, . . . , Λn ïåðåõîäîâ â îòëè÷èå îò (28.2)
ðàñïîëîæåíû â ôîðìóëå (28.9) â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïåðåõîäîâ, è êàæäûé ñîáñòâåííûé êâàòåðíèîí Λ∗j = λ0j +

3∑
k=1

λkjik ïðåäñòàâëåí
ðàçëîæåíèåì ïî îäíîìó è òîìó æå èñõîäíîìó áàçèñó i1, i2, i3.
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� 29. ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Â ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÕ ÐÎÄÐÈÃÀ�ÃÀÌÈËÜÒÎÍÀ
Òâ¼ðäîå òåëî ìåíÿåò îðèåíòàöèþ, òî åñòü, ïàðàìåòðû Ðîäðèãà�Ãàìèëüòîíà
λ0(t), λ1(t), λ2(t), λ3(t) è íîðìèðîâàííûé êâàòåðíèîí Λ(t) � ôóíêöèè âðå-
ìåíè t. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t óñëîâèÿ íîðìèðîâàííîñòè Λ ◦ Λ̃ = 1 (ñì.
(27.15)) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ Λ̇ ◦ Λ̃ + Λ ◦ ˙̃

Λ = 0, èç êîòîðîãî ñëåäóåò
Λ̇ ◦ Λ̃ = −Λ ◦ ˙̃

Λ = − ˙̃Λ ◦ Λ̃. Òàêèì îáðàçîì, êâàòåðíèîí Λ̇ ◦ Λ̃ â ñèëó ñîîòíî-
øåíèÿ (27.10) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì:

b = Λ̇ ◦ Λ̃ = −Λ ◦ ˙̃
Λ. (29.1)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî âðåìåíè t ñâÿçü (28.6) ìåæäó áàçèñàìè:

ėk = Λ̇ ◦ ik ◦ Λ̃ + Λ ◦ ik ◦ ˙̃
Λ

(28.7)
= Λ̇ ◦ Λ̃︸ ︷︷ ︸

b

◦ek ◦ Λ ◦ Λ̃︸ ︷︷ ︸
1

+ Λ ◦ Λ̃︸ ︷︷ ︸
1

◦ek ◦ Λ ◦ ˙̃
Λ︸ ︷︷ ︸

−b

=

= b ◦ ek − ek ◦ b
(27.4)
= 2[b, ek] = [2b, ek].

(29.2)

Ëåììà 4.1 óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð ωωωωω óãëîâîé ñêîðîñòè
òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ėk = [ωωωωω, ek]. Ñðàâíåíèå ýòîé ôîðìóëû ñ (29.2) ïðèâîäèò
ê âûâîäó, ÷òî, åñëè îðèåíòàöèÿ òâ¼ðäîãî òåëà çàäàíà êâàòåðíèîíîì Λ(t), òî äëÿ
óãëîâîé ñêîðîñòè âûïîëíÿåòñÿ (ñì. (29.1))

ωωωωω = 2b = 2Λ̇ ◦ Λ̃ = −2Λ ◦ ˙̃
Λ. (29.3)

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ íîðìèðîâàííîãî êâàòåðíèîíà Λ(t) ïðåäñòàâëåíèåì
(27.17) è ïîäñòàâèòü â (29.3)

Λ̇ =
1

2
ϕ̇

(
− sin

ϕ

2
+ e cos

ϕ

2

)
+ ė sin

ϕ

2
, Λ̃ = cos

ϕ

2
− e sin

ϕ

2
,

ïîëó÷èì äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèå ïî îðòîãîíàëüíîìó ïî-
äâèæíîìó áàçèñó:

ωωωωω = eϕ̇ + ė sin ϕ + [e, ė](1− cos ϕ),

â ÷àñòíîñòè, åñëè â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè âûïîëíÿåòñÿ ϕ = 0, ïðè-
õîäèì ê äîõîä÷èâîé øêîëüíîé ôîðìóëå ωωωωω = ϕ̇e.

Óìíîæèâ ôîðìóëó (29.3) ñïðàâà íà Λ(t), ïðèä¼ì ñ ó÷¼òîì íîðìèðîâàííîñòè
(27.15) êâàòåðíèîíà Λ(t) ê êèíåìàòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

Λ̇ =
1

2
ωωωωω ◦ Λ. (29.3)

Â ïðèëîæåíèÿõ óäîáíî çàäàâàòü óãëîâóþ ñêîðîñòü ωωωωω ðàçëîæåíèåì ïî áàçèñó,
ñâÿçàííîìó ñ òåëîì (ñì. (26.7)):

ωωωωω = pe1 + qe2 + re3.
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Óãëîâîé ñêîðîñòè êàê êâàòåðíèîíó ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííûé êâàòåðíèîí (ñì.
(28.9))

ωωωωω∗ = pi1 + qi2 + ri3,

ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðîãî óðàâíåíèå (29.3) ïðèìåò âèä (ñì. (28.10))

Λ̇ =
1

2
Λ ◦ ωωωωω∗ (29.4)

èëè â ïîäðîáíîé çàïèñè

λ̇0 +
3∑

k=1

λ̇kik =
1

2
(λ0 +

3∑

k=1

λkik) ◦ (pi1 + qi2 + ri3).

Óìíîæåíèå êâàòåðíèîíîâ è ïîêîìïîíåíòíîå ïðèðàâíèâàíèå êîýôôèöèåíòîâ
ïðèâîäèò ê êèíåìàòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì â ïàðàìåòðàõ Ðîäðèãà�Ãàìèëüòîíà




λ̇0

λ̇1

λ̇2

λ̇3


 =

1

2




0 −p −q −r
p 0 r −q
q −r 0 p
r q −p 0







λ0

λ1

λ2

λ3


 . (29.5)

Äëÿ ýëåìåíòîâ êîñîñèììåòðè÷åñêîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû â ïðàâîé ÷àñòè äàëåå
áóäóò âûâåäåíû äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè ñ
(29.5) ñîñòàâÿò çàìêíóòóþ ñèñòåìó äëÿ íàõîæäåíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
ïàðàìåòðîâ Ðîäðèãà�Ãàìèëüòîíà � îðèåíòàöèè òåëà.
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ÃËÀÂÀ 9

ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÒÂ�ÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

� 30. ÃÅÎÌÅÒÐÈß ÌÀÑÑ

Èíåðòíîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îïðåäåëÿåò ìàññà: ÷åì áîëüøå ìàññà, òåì ìåíü-
øåå óñêîðåíèå âûçîâåò ó òî÷êè îäíà è òà æå ñèëà. Ó òâ¼ðäîãî òåëà ìåðîé èíåðò-
íîñòè ÿâëÿåòñÿ ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè. Òàê êàê îñåé ìíîãî, òî
è ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ èíåðöèè âåñüìà ìíîãîîáðàçíî. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà-
ôå äà¼òñÿ îòâåò íà âîïðîñ: êàêîé ìèíèìàëüíîé èíôîðìàöèåé î òåëå òðåáóåòñÿ
ðàñïîëàãàòü è êàê ýòîé èíôîðìàöèåé ðàñïîðÿäèòüñÿ, ÷òîáû âû÷èñëèòü ìîìåíò
èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè (îòâåò â êîíöå ïàðàãðàôà).

e

e
3

e
1

O

e
2

r
i

h
i

a
w

K
O

F

m
i

Ðèñ. 30.1

Ñíà÷àëà ðåøèì ýòîò âîïðîñ äëÿ ëþáîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ
òî÷êó O (ðèñ. 30.1). Ñâÿæåì ñ òåëîì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, e2, e3, íà-
÷àëî êîòîðîãî â òî÷êå O. Îñü ñîðèåíòèðóåì îðòîì e, ðàñïîëîæåííîì íà îñè.
Îðò e çàäàäèì êîýôôèöèåíòàìè αk ðàçëîæåíèÿ e =

3∑
k=1

αkek ïî áàçèñó e1, e2,

e3. Êîýôôèöèåíòû αk = (e, ek) = cos{ê, ek} íàçûâàþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè êîñè-
íóñàìè, äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ

3∑

k=1

α2
k = (e, e) = 1. (30.1)

Ìîìåíò èíåðöèè Ie òåëà îòíîñèòåëüíî îñè e îïðåäåëÿåò ôîðìóëà

Ie =
∑

i

mih
2
i , (30.2)
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ãäå mi � ìàññà ÷àñòèöû òåëà, hi � ðàññòîÿíèå ÷àñòèöû äî îñè e (ðèñ. 30.1).
Ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â òåëå îïðåäåëèì ðàäèóñ�âåêòîðîì ri =

3∑
k=1

xikek. Ïî òåî-

ðåìå Ïèôàãîðà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî h2
i = r2

i − (ri, e)2 (ðèñ. 30.1), ñ ó÷¼òîì
êîòîðîãî è ñëåäñòâèÿ 1 − α2

1 = α2
2 + α2

3, 1 − α2
2 = α2

1 + α2
3, 1 − α2

3 = α2
1 + α2

2 èç
(30.1) äëÿ ìîìåíòà èíåðöèè (30.2) âûïîëíÿåòñÿ

Ie =
∑

i

mih
2
i =

∑
i

mi

{
r2
i − (ri, e)2

}
=

=
∑

i

mi

{(
x2

i1 + x2
i2 + x2

i3

)− (xi1α1 + xi2α2 + xi3α3)
2
}

=

= α2
1

∑
i

mi

(
x2

i2 + x2
i3

)
+ α2

2

∑
i

mi

(
x2

i1 + x2
i3

)
+ α2

3

∑
i

mi

(
x2

i1 + x2
i2

)−

−2α1α2

∑
i

mixi1xi2 − 2α1α3

∑
i

mixi1xi3 − 2α2α3

∑
i

mixi2xi3.

Ïîñëå ââåäåíèÿ îáîçíà÷åíèé äëÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè îòíîñèòåëüíî áàçèñíûõ îñåé
ek, ñâÿçàííûõ ñ òåëîì:

I1 =
∑

i

mi

(
x2

i2 + x2
i3

)
, I2 =

∑
i

mi

(
x2

i1 + x2
i3

)
, I3 =

∑
i

mi

(
x2

i1 + x2
i2

)
, (30.3)

� è öåíòðîáåæíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè:

I12 = I21 =
∑
i

mixi1xi2, I13 = I31 =
∑
i

mixi1xi3,

I23 = I32 =
∑
i

mixi2xi3,
(30.4)

� ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ ìîìåíòà èíåðöèè òâ¼ðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî ïðîèç-
âîëüíîé îñè, çàäàííîé îðòîì e =

3∑
k=1

αkek:

Ie =
3∑

k=1

Ikα
2
k − 2

∑

k<l

Iklαkαl. (30.5)

Åñëè ê íåêîòîðîìó îáúåêòó îòíîñèìñÿ êàê ê ìàòðèöå, òî áóäåì îáîçíà÷àòü åãî
ñëåäóþùèì îáðàçîì

ᾰ =




α1

α2

α3


 (30.6)

ñî âñåìè âûòåêàþùèì èç ýòîãî ìàòðè÷íûìè ïîñëåäñòâèÿìè, íàïðèìåð:

ᾰT =
(
α1 α2 α3

)
, ᾰT ᾰ = α2

1 + α2
2 + α2

3, ᾰᾰT =




α2
1 α1α2 α1α3

α2α1 α2
2 α2α3

α3α1 α3α2 α2
3


 .
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Ââåä¼ì ñèììåòðè÷íóþ â ñèëó (30.4) ìàòðèöó

Ĭ =




I1 −I12 −I13

−I21 I2 −I23

−I31 −I32 I3


 (30.7)

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (30.5) � òåíçîð èíåðöèè. Òîãäà ôîðìóëó äëÿ ìîìåí-
òà èíåðöèè òâ¼ðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè, çàäàííîé îðòîì e =
3∑

k=1

αkek ìîæíî, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (30.6), (30.7), çàïèñàòü ñëåäóþùèì êîì-
ïàêòíûì îáðàçîì:

Ie = ᾰT Ĭᾰ. (30.8)

Ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî âñåâîçìîæíûõ îñåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷-
êó O òåëà, íàãëÿäíî èçîáðàæàþòñÿ ïðè ïîìîùè ýëëèïñîèäà èíåðöèè. Êîí-
êðåòíóþ îñü çàäàäèì íå îðòîì e, à âåêòîðîì a = e/

√
I, ãäå I � ìîìåíò èíåðöèè

îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè (ðèñ. 30.1). Áîëåå ïîäðîáíî (ñ ó÷¼òîì e =
3∑

k=1

αkek):

a =
e√
I

=
3∑

k=1

αk√
I
ek =

3∑

k=1

ykek, yk =
αk√

I
. (30.9)

Çàìåíèì â ñîîòâåòñòâèè ñ (30.9) ïåðåìåííûå αk â (30.5) íà ïåðåìåííûå yk. Ïîñëå
ñîêðàùåíèÿ íà I ïîëó÷èì óðàâíåíèå, êîòîðîìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êîîðäè-
íàòû yk êîíå÷íîé òî÷êè âåêòîðà a:

1 =
3∑

k=1

Iky
2
k − 2

∑

k<l

Iklykyl, (30.10)

� óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.

a

%
é
1

&I

O

Ðèñ. 30.2
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Ïî ïîñòðîåíèþ ïîâåðõíîñòü äîëæíà áûòü îãðàíè÷åííîé (I > 0, 1/
√

I < ∞), à
åäèíñòâåííîé òàêîé ïîâåðõíîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèä [3, ãëà-
âû III, IX]. Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà êàæäîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O,
îòëîæèòü (â îáå ñòîðîíû) îòðåçîê âåëè÷èíîé 1/

√
I, òî êîíå÷íûå òî÷êè òàêèõ

îòðåçêîâ ðàñïîëîæàòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà ñ öåíòðîì â òî÷êå O � ýë-
ëèïñîèäà èíåðöèè (ðèñ. 30.2). Îáðàòíî: åñëè äëÿ òî÷êè O èçâåñòåí ýëëèïñîèä
èíåðöèè, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè I âîêðóã êîíêðåòíîé îñè íóæ-
íî èçìåðèòü äëèíó îòðåçêà, íà÷àëüíàÿ òî÷êà êîòîðîãî O, êîíå÷íàÿ � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ îñè ñ ýëëèïñîèäîì. Èçìåðåííàÿ äëèíà ðàâíà 1/

√
I.

Âûáîðîì ñâÿçàííîãî ñ òåëîì è ñ íà÷àëîì â òî÷êå O îðòîíîðìèðîâàííîãî áà-
çèñà e1, e2, e3, óðàâíåíèå (30.10) ìîæíî óïðîñòèòü � ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó
âèäó [3, ãëàâû III, IX]:

3∑

k=1

Iky
2
k = 1, (30.11)

îðòû e1, e2, e3 íàïðàâëåíû ïî îñÿì ñèììåòðèè ýëëèïñîèäà èíåðöèè. Âîçâðàò â
(30.11) ê êîîðäèíàòàì αk îðòà e (ñì. (30.9)) ïðèâîäèò ê ôîðìóëå

Ie =
3∑

k=1

Ikα
2
k, (30.12)

ñðàâíåíèå êîòîðîé ñ îáùåé ôîðìóëîé (30.5) ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî, åñëè îðòû
e1, e2, e3 áàçèñà íàïðàâëåíû ïî îñÿì ñèììåòðèè ýëëèïñîèäà èíåðöèè, òî âñå
öåíòðîáåæíûå ìîìåíòû èíåðöèè (30.4) ðàâíû íóëþ. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè â
íåêîòîðîì áàçèñå âñå öåíòðîáåæíûå ìîìåíòû èíåðöèè (30.4) ðàâíû íóëþ, òî
âîçâðàò îò ôîðìóëû (30.12) ê ôîðìóëå (30.11) ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî îðòû
áàçèñà ñîðèåíòèðîâàíû ïî îñÿì ñèììåòðèè ýëëèïñîèäà èíåðöèè.
Îïðåäåëåíèå 30.1. Îñè ñèììåòðèè ýëëèïñîèäà èíåðöèè â òî÷êå O íàçûâàþòñÿ
ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè â òî÷êå O. Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå: ãëàâíûå
îñè èíåðöèè � ýòî êîãäà â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, îðèåíòèðîâàííîì ïî
ýòèì îñÿì, âñå öåíòðîáåæíûå ìîìåíòû èíåðöèè (30.4) ðàâíû íóëþ. Îñü (îäíà
îñü), îðèåíòèðîâàííàÿ ïî îðòó e3, íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé îñüþ èíåðöèè â òî÷êå
O, åñëè îíà åñòü îñü ñèììåòðèè ýëëèïñîèäà èíåðöèè èëè ïðè ëþáîì âûáîðå
äâóõ äðóãèõ îñåé âûïîëíÿåòñÿ I13 = 0, I23 = 0. Îäíà e3 èç òð¼õ ãëàâíûõ îñåé
èíåðöèè íàçûâàåòñÿ îñüþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè â òî÷êå O, åñëè ýëëèï-
ñîèä èíåðöèè â òî÷êå O åñòü ýëëèïñîèä âðàùåíèå âîêðóã ýòîé îñè, òî åñòü, äëÿ
ìîìåíòîâ èíåðöèè âîêðóã äâóõ äðóãèõ ãëàâíûõ îñåé âûïîëíÿåòñÿ I1 = I2. Ïëîñ-
êîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ â òî÷êå O îñüþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, íàçûâàåòñÿ
ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòüþ. Ãëàâíûå îñè èíåðöèè â öåíòðå ìàññ C òåëà íà-
çûâàþòñÿ ãëàâíûìè öåíòðàëüíûìè îñÿìè èíåðöèè.
Òåîðåìà 30.1 (Õ. Ãþéãåíñ, ß. Øòåéíåð). Ìîìåíòû èíåðöèè I, IC îòíîñè-
òåëüíî ïàðàëëåëüíûõ îñåé, îäíà èç êîòîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ìàññ C òåëà,
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ñâÿçàíû ôîðìóëîé
I = IC + md2, (30.13)

ãäå m � ìàññà òåëà, d � ðàññòîÿíèå ìåæäó îñÿìè.
¤ Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé âûáåðåì â öåíòðå ìàññ C áàçèñ e1, e2, e3 òàê, ÷òî
îðò e3 íàïðàâëåí ïî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç C, à îðò e2 ïåðåñåêàåòñÿ ñ äðóãîé
îñüþ. Òîãäà äëÿ ðàññòîÿíèÿ hi îò ÷àñòèöû òåëà ri =

3∑
k=1

xikek äî äðóãîé îñè

âûïîëíÿåòñÿ h2
i = x2

i1 + (xi2 − d)2, ÷òî ïðèâîäèò ê äîêàçûâàåìîìó ðåçóëüòàòó
(30.13):

I =
∑

i

mih
2
i =

∑
i

mi{x2
i1 + (xi2 − d)2} =

=
∑

i

mi(x
2
i1 + x2

i2) +
∑

i

mid
2 − 2

∑
i

mixi2d = IC + md2.

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà ðàâíà íóëþ, òàê êàê â öåíòðå ìàññ âñå êîîðäèíàòû ðàâíû
íóëþ:

∑
i

mixi2 = mxC2 = 0. ¥
Îêîí÷àòåëüíî: äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè òâ¼ðäîãî òåëà îòíîñèòåëü-

íî ïðîèçâîëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O, òðåáóåòñÿ çíàòü èëè òåíçîð
èíåðöèè (30.7) â òî÷êå O (ìîìåíò èíåðöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (30.8)) èëè
ãëàâíûå îñè èíåðöèè â òî÷êå O è ìîìåíòû èíåðöèè âîêðóã íèõ (ìîìåíò èíåðöèè
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (30.12)). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè òâ¼ðäîãî
òåëà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè òðåáóåòñÿ çíàòü ãëàâíûå öåíòðàëüíûå îñè
èíåðöèè è ìîìåíòû èíåðöèè âîêðóã íèõ. Ïî ôîðìóëå (30.12) íàõîäèòñÿ ìîìåíò
èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ, à ïî
òåîðåìå 30.1 æåëàåìûé ðåçóëüòàò.
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� 31. ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÀß ÝÍÅÐÃÈßÈÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÉÌÎÌÅÍÒ
ÏÐÈ ÄÂÈÆÅÍÈÈ ÒÂ�ÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ Ñ ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÎÉ
ÒÎ×ÊÎÉ

Òâ¼ðäîå òåëî ñîâåðøàåò äâèæåíèå ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé O (ðèñ. 30.1). Ïî ñëåä-
ñòâèþ èç òåîðåìû 4.1 ñêîðîñòè òî÷åê ri òåëà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç óãëîâóþ ñêî-
ðîñòü ωωωωω ïî ôîðìóëå (4.11): Vi = [ωωωωω, ri]. Âåëè÷èíû ñêîðîñòåé ðàâíû Vi = hiω

(ðèñ. 30.1). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îðò e =
3∑

k=1

αkek ñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ, êàê

ïîêàçàíî íà ðèñ. 30.1, ñ âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè ωωωωω, òî åñòü, âûïîëíÿåòñÿ:

ωωωωω = ωe = ω

3∑

k=1

αkek =
3∑

k=1

ωkek, ωk = ωαk. (31.1)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (30.2) è (30.5) äëÿ ìîìåíòà èíåðöèè è îïðåäåëåíèÿ
(18.1) êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T ïîëó÷èì âûðàæåíèå

T =
1

2

∑
i

miV
2
i =

1

2

(∑
i

mih
2
i

)
ω2 =

1

2
Iωω2 =

1

2

(
3∑

k=1

Ikα
2
k − 2

∑

k<l

Iklαkαl

)
ω2,

è ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèÿ (31.1) ôîðìóëó

T =
1

2

3∑

k=1

Ikω
2
k −

∑

k<l

Iklωkωl, (31.2)

êîòîðàÿ ñîäåðæèò ýëåìåíòû Ik, Ikl òåíçîðà èíåðöèè (30.7) äëÿ êîíêðåòíîãî îð-
òîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà e1, e2, e3, ñâÿçàííîãî ñ òåëîì, è ïðîåêöèè ω1, ω2, ω3

óãëîâîé ñêîðîñòè ωωωωω íà îðòû ýòîãî áàçèñà. Åñëè óãëîâîé ñêîðîñòè ïðèäàòü ñòàòóñ
ìàòðèöû (ñì. (30.6))

ω̆ =




ω1

ω2

ω3


 (31.3)

è èñïîëüçîâàòü òåíçîð èíåðöèè (30.7), òî ôîðìóëó (31.2) ìîæíî çàïèñàòü êîì-
ïàêòíî

T =
1

2
ω̆T Ĭ ω̆. (31.4)

Â ñëó÷àå, êîãäà îðòû e1, e2, e3 áàçèñà íàïðàâëåíû ïî ãëàâíûì îñÿì èíåðöèè
(îïðåäåëåíèå 30.1), ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ èíåðöèé îòíîñèòåëüíî
ýòèõ îñåé

I1 = A, I2 = B, I3 = C (31.5)

è äëÿ ïðîåêöèé óãëîâîé ñêîðîñòè íà ýòè îñè

ω1 = p, ω2 = q, ω3 = r. (31.6)
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Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëà (31.2) äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðèíèìàåò âèä

T =
1

2

(
Ap2 + Bq2 + Cr2

)
. (31.7)

Äëÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà (ìîìåíòà èìïóëüñà, ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâè-
æåíèÿ) ïðè äâèæåíèè òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé (Vi = [ωωωωω, ri]) ïî ôîðìóëå
(17.1) èìååì ðåçóëüòàò

KO =
∑

i

[ri, miVi] =
∑

i

mi[ri, [ωωωωω, ri]] =
∑

i

mi

{
ωωωωω(ri, ri)− ri(ri, ωωωωω)

}
.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèé ωωωωω =
3∑

k=1

ωkek, ri =
3∑

k=1

xikek è ôîðìóë (30.3),
(30.4) ñïðîåêòèðóåì âåêòîð KO íà íàïðàâëåíèå îðòà e1:

K1 = (KO, e1) =
∑

i

mi

{
ω1(x

2
i1 + x2

i2 + x2
i3)− xi1(xi1ω1 + xi2ω2 + xi3ω3)

}
=

= ω1

∑
i

mi(x
2
i2 + x2

i3)− ω2

∑
i

mixi1xi2 − ω3

∑
i

mixi1xi3 = I1ω1 − I12ω2 − I13ω3.

�Ñêîíñòðóèðîâàâ� öèêëè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâêàìè èíäåêñîâ äâå äðóãèå ïðîåê-
öèè, ïîëó÷èì êîýôôèöèåíòû Kj ðàçëîæåíèÿ KO =

3∑
j=1

Kjej êèíåòè÷åñêîãî ìî-

ìåíòà ïî îðòàì îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, ñâÿçàííîãî ñ òåëîì:

K1 = I1ω1 − I12ω2 − I13ω3,
K2 = I2ω2 − I21ω1 − I23ω3,
K3 = I3ω3 − I31ω1 − I32ω2.

(31.8)

Åñëè îòíîñèòüñÿ ê êèíåòè÷åñêîìó ìîìåíòó êàê ê ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöå

K̆O =




K1

K2

K3


 , (31.9)

òî c èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö (30.7), (31.3), (31.9) ðåçóëüòàò (31.8) ìîæíî çàïè-
ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

K̆O = Ĭ ω̆. (31.10)

Ñðàâíåíèå ôîðìóë (31.2) è (31.8) ïðèâîäèò åù¼ ê îäíîìó, ñêîðåå êóðü¼çíîìó
ðåçóëüòàòó:

Kj =
∂T

∂ωj

.

Åñëè îðòû e1, e2, e3 áàçèñà íàïðàâëåíû ïî ãëàâíûì îñÿì èíåðöèè (îïðåäåëå-
íèå 30.1), òî â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ ìîìåíòîâ èíåðöèé (31.5) îòíîñèòåëü-
íî ýòèõ îñåé è äëÿ ïðîåêöèé óãëîâîé ñêîðîñòè (31.6) íà ýòè îñè êîýôôèöèåíòû
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Kj ðàçëîæåíèÿ KO =
3∑

j=1

Kjej êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â ñîîòâåòñòâèè ñ (31.8)
ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

K1 = Ap, K2 = Bq, K3 = Cr. (31.11)

Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ: êîãäà âåêòîðû óãëîâîé ñêîðîñòè ωωωωω è êèíåòè÷åñêîãî
ìîìåíòà KO êîëëèíåàðíû (ðèñ. 30.1), âû÷èñëèì èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå â
ãëàâíûõ îñÿõ èíåðöèè:

[ωωωωω, KO] =

∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3

p q r
Ap Bq Cr

∣∣∣∣∣∣
= (C −B)qre1 + (A− C)pre2 + (B −A)pqe3. (31.12)

Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ïðèâîäèò ê âûâîäó:

{ωωωωω‖KO} ⇔ {ωωωωω ∈ (ãëàâíàÿ îñü èíåðöèè), íàïðèìåð, q = 0, r = 0}. (31.13)
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� 32. ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÝÉËÅÐÀ

Òâ¼ðäîå òåëî ñîâåðøàåò äâèæåíèå ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé O (ðèñ. 30.1). Ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî â òî÷êå O çàäàí ñâÿçàííûé ñ òåëîì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1,
e2, e3, êàæäûé îðò êîòîðîãî íàïðàâëåí ïî ãëàâíîé îñè èíåðöèè (îïðåäåëåíèå
30.1). Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äîëæíû ñâÿçàòü êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè-
êè òåëà è õàðàêòåðèñòèêè âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà íåãî. Â îñíîâó ýòîé ñâÿçè
ïîëîæèì çàêîí èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà (êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà) (17.4):

VF =
dKO

dt
= MO =

3∑

k=1

Mkek. (32.1)

Ïðîèçâîäíóþ îò êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â (32.1) âû÷èñëèì ïî òåîðåìå Ðåçà-
ëÿ (òåîðåìà 1.1) êàê ñêîðîñòü VF êîíå÷íîé òî÷êè F âåêòîðà KO (ðèñ. 30.1).
Òî÷êà F ñîâåðøàåò ñëîæíîå äâèæåíèå (� 7). Â ïîäâèæíîé ñèñòåìå e1, e2, e3 â
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ (� 2) îïðåäåëåíî (31.11) å¼ îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå.
Ïî êîîðäèíàòàì âû÷èñëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè F :

Vîòí
F = Aṗe1 + Bq̇e2 + Cṙe3. (32.2)

Â ïåðåíîñíîì äâèæåíèè òî÷êà F ïåðåìåùàåòñÿ âìåñòå ñ òåëîì è èìååò ñêîðîñòü
Vïåð

F = [ωωωωω, KO], ðàçëîæåíèå (31.12) êîòîðîé ïî áàçèñó âû÷èñëåíî â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå

Vïåð
F = [ωωωωω, KO] = (C −B)qre1 + (A− C)pre2 + (B − A)pqe3. (32.3)

Äëÿ ñêîðîñòè òî÷êè â ñëîæíîì äâèæåíèè âûïîëíÿåòñÿ VF = Vîòí
F + Vïåð

F

(ñì. (7.7)). Ïðîåêòèðóÿ ñ ó÷¼òîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è ðàâåíñòâ (32.2), (32.3)
óðàâíåíèå (32.1) íà ãëàâíûå îñè èíåðöèè, ïðèõîäèì ê äèíàìè÷åñêèì óðàâ-
íåíèÿì Ýéëåðà:

Aṗ + (C −B)qr = M1,
Bq̇ + (A− C)pr = M2,
Cṙ + (B − A)pq = M3.

(32.4)

Òàê êàê ïðîåêöèè Mk ãëàâíîãî ìîìåíòà MO âíåøíèõ ñèë ìîãóò çàâèñåòü îò ïî-
ëîæåíèÿ òåëà, óðàâíåíèÿ (32.4) â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè. Òðå-
áóåòñÿ äîáàâèòü êèíåìàòè÷åñêèé óðàâíåíèÿ: èç ââåä¼ííûõ ðàíåå � èëè óðàâ-
íåíèÿ Ýéëåðà (26.9) èëè óðàâíåíèÿ (29.5) â ïàðàìåòðàõ Ðîäðèãà� Ãàìèëüòîíà.
Íàïðèìåð, ñ ïðèâëå÷åíèåì óãëîâ Ýéëåðà çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (26.9),
(32.4) äëÿ íàõîæäåíèÿ äâèæåíèÿ òåëà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Aṗ + (C −B)qr = M1(t, ψ, θ, ϕ, p, q, r),
Bq̇ + (A− C)pr = M2(t, ψ, θ, ϕ, p, q, r),
Cṙ + (B − A)pq = M3(t, ψ, θ, ϕ, p, q, r),

ψ̇ = (p sin ϕ + q cos ϕ)
1

sin θ
,

θ̇ = p cos ϕ− q sin ϕ,
ϕ̇ = (p sin ϕ + q cos ϕ)ctgθ.

(32.5)
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Íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (32.5) òðóäíî ïîääà¼òñÿ àíàëèòè÷åñêîìó èíòå-
ãðèðîâàíèþ. Â ÷àñòíîñòè, â îäíîðîäíîì ïîëå ñèëû òÿæåñòè Çåìëè èçâåñòíû
òðè ñëó÷àÿ íàõîæäåíèÿ â êâàäðàòóðàõ îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (32.5).

1. Ñëó÷àé Ýéëåðà. Ãëàâíûé ìîìåíò MO âíåøíèõ ñèë ðàâåí íóëþ, íàïðè-
ìåð, â îäíîðîäíîì ïîëå ñèëû òÿæåñòè çàêðåïë¼í öåíòð ìàññ. Ñëó÷àé Ýéëåðà
îáñóæä¼í â �� 33, 34.

2. Ñëó÷àé Ëàãðàíæà. Òåëî îáëàäàåò äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèåé (îïðåäåëå-
íèå 30.1), íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ðàñïîëîæåí öåíòð ìàññ. Â � 35 ðàñ-
ñìîòðåíà ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ â ñëó÷àå Ëàãðàíæà..

3. Ñëó÷àé Êîâàëåâñêîé. Òåëî îáëàäàåò äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèåé, äëÿ ìî-
ìåíòîâ èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ãëàâíûõ îñåé âûïîëíÿåòñÿ A = B = 2C, öåíòð
ìàññ ðàñïîëîæåí â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè (îïðåäåëåíèå 30.1). Ñëó÷àé Êî-
âàëåâñêîé â �Êðàòêîì êóðñå...� íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.
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� 33. ÑËÓ×ÀÉ ÝÉËÅÐÀ. ÐÅÃÓËßÐÍÀß ÏÐÅÖÅÑÑÈß Â ÑËÓ×ÀÅ
ÝÉËÅÐÀ

Ñëó÷àé Ýéëåðà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ãëàâíûé ìîìåíò (12.4) âíåøíèõ ñèë îòíîñè-
òåëüíî íåïîäâèæíîé òî÷êè O ðàâåí íóëþ:

MO =
∑

i

[ri, Fi] = 0. (33.1)

Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (32.4) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò âèä

Aṗ + (C −B)qr = 0,
Bq̇ + (A− C)pr = 0,
Cṙ + (B − A)pq = 0.

(33.2)

Äëÿ ýëåìåíòàðíîé ðàáîòû δA âíåøíèõ ñèë ñ ó÷¼òîì (33.1) è Vi = ṙi = [ωωωωω, ri]
âûïîëíÿåòñÿ

δA =
∑

i

(Fi, dri) =
∑

i

(Fi, Vi)dt =
∑

i

(Fi, [ωωωωω, ri])dt =

=
∑

i

(ωωωωω, [ri, Fi])dt = (ωωωωω,
∑

i

[ri, Fi])dt = (ωωωωω, MO)dt = 0

(â ñìåøàííîì ïðîèçâåäåíèè ñäåëàíà öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà ñîìíîæèòå-
ëåé). Òàêèì îáðàçîì, âñëåäñòâèå (33.1) ñîõðàíÿþòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
(ñì. (18.5) � (18.7)) è âåëè÷èíà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà (ñì. (17.4)), ÷òî ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (31.7) è (31.11) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [9,
ðàçäåë ïåðâûé, ãëàâà IV, � 15]:

Ap2 + Bq2 + Cr2 = 2T = const,
A2p2 + B2q2 + C2r2 = K2

O = const.
(33.3)

Ó òâ¼ðäîãî òåëà â ñëó÷àå Ýéëåðà â çàâèñèìîñòè îò ôîðìû ýëëèïñîèäà èíåðöèè
â íåïîäâèæíîé òî÷êå âîçìîæíû òðè âàðèàíòà äâèæåíèÿ.

1. MO = 0, A = B = C. Ýëëèïñîèä èíåðöèè � ñôåðà, ëþáàÿ îñü � ãëàâíàÿ
îñü èíåðöèè. Èç (33.1) è (31.13) ñëåäóåò: KO = Aωωωωω = const, ωωωωω = KO/A = const.
Èç (33.2) ñëåäóåò: p = const, q = const, r = const. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωωωωω ïîñòîÿííà
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷¼òà è îòíîñèòåëüíî òåëà. Òåëî ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ
âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè.

2. MO = 0, A = B 6= C. Ýëëèïñîèä èíåðöèè � ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ âîêðóã
îñè, ñîîòâåòñòâóþùåé îðòó e3. Îðò e3 îïðåäåëÿåò îñü äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè.
Ïëîñêîñòü {e1, e2} � ýêâàòîðèàëüíàÿ ïëîñêîñòü (îïðåäåëåíèå 30.1). Ïóñòü òåëó
â íà÷àëå äâèæåíèÿ ñîîáùåíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωωωωω ïîä óãëîì α ê îñè äèíàìè÷å-
ñêîé ñèììåòðèè (ðèñ. 33.1).

112



q

O

a
r

w

KO

e3

p +q
2 2

j1

j3

Ðèñ. 33.1

Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (33.2) ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêöèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè
íà îñü äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè âî âðåìÿ äâèæåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ:

r = const. (33.4)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (33.3) ñëåäóåò åù¼ îäèí çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ

p2 + q2 =
1

A
(2T − Cr2) = const. (33.5)

Â ñîâîêóïíîñòè ðàâåíñòâà (33.4) è (33.5) âëåêóò ñîõðàíåíèå âåëè÷èíû óãëîâîé
ñêîðîñòè

ω2 = p2 + q2 + r2 = const (33.6)

è óãëà α ìåæäó óãëîâîé ñêîðîñòüþ è îñüþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè (ðèñ 33.1)):

tgα =

√
p2 + q2

r
= const. (33.7)

Âû÷èñëåíèå (31.11) êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà KO ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî, âî-
ïåðâûõ, òðè âåêòîðà e3, ωωωωω è KO ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè [3, ãëàâà I, � 3]:

∣∣∣∣∣∣

0 0 1
p q r

Ap Bq Cr

∣∣∣∣∣∣
= (B − A)pq

A=B
= 0, (33.8)

âî-âòîðûõ, óãîë θ ìåæäó âåêòîðàìè e3 è KO âî âðåìÿ äâèæåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ
(ðèñ. 33.1):

tgθ =
A

√
p2 + q2

Cr
= const. (33.9)
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Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (33.6) � (33.9) ïðèâîäÿò ê âûâîäó, ÷òî â íà÷àëå äâèæåíèÿ
îáðàçóåòñÿ ïëîñêîñòü, â êîòîðîé ðàñïîëîæåíû îðò e3, ëåæàùèé íà îñè äèíà-
ìè÷åñêîé ñèììåòðèè, óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωωωωω, êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò KO è îðò j1,
çàäàþùèé ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ óêàçàííîé ïëîñêîñòè ñ ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêî-
ñòüþ (ðèñ. 33.1, 33.2). Ïðè äàëüíåéøåì äâèæåíèè ÷åòûðå óïîìÿíóòûõ âåêòî-
ðà ïðîäîëæàþò íàõîäèòüñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè, íå èçìåíÿþòñÿ íè ïî âåëè÷èíå
íè ïî âçàèìíîìó ðàñïîëîæåíèþ. Âåêòîð KO âñëåäñòâèå (33.1) íå èçìåíÿåòñÿ
â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ïîýòîìó ó ïëîñêîñòè {e3, ωωωωω, KO, j1} îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ
âîçìîæíîñòü � âðàùàòüñÿ âîêðóã âåêòîðà KO.

O

w

K
O

e
3

j1

j3

w
1

w
2

q

Ðèñ. 33.2

Âûñêàçàííûå ñîîáðàæåíèÿ äàþò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü äâèæåíèå òåëà êàê
ñëîæíîå (� 11). Ñâÿçàííàÿ ñ ïëîñêîñòüþ {e3, ωωωωω, KO, j1} ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà,
îïðåäåë¼ííàÿ îðòàìè j1, j2, j3 (îðò j2 íà ðèñ. 33.2 îïóùåí), âðàùàåòñÿ âîêðóã
îñè KO ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωωωωω2 = ωωωωωïåð (ïåðåíîñíîå äâèæåíèå), à òåëî â ïîäâèæ-
íîé ñèñòåìå âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ ωωωωω1 = ωωωωωîòí (îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå). Óãëîâûå ñêîðîñòè ωωωωω1, ωωωωω2 è ωωωωω
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (9.4): ωωωωω = ωωωωω1 + ωωωωω1 (ðèñ 33.2).

Îïèñàííîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ 10.1 ðåãóëÿðíîé ïðåöåññè-
åé ñ ïàðàìåòðàìè: óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ωωωωω1 = ωωωωωîòí , óãëîâàÿ
ñêîðîñòü ïðåöåññèè ωωωωω2 = ωωωωωïåð , óãîë íóòàöèè θ. Åñëè îðò i3 â ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñâÿ-
çàòü ñ íåïîäâèæíûì âåêòîðîì KO, à ïðî÷èå îðòû i1, i2 îïðåäåëèòü êàê-íèáóäü
ïåðïåíäèêóëÿðíî i3, òî ðîëü îðòà n íà ëèíèè óçëîâ áóäåò èãðàòü îïóùåííûé íà
ðèñ. 33.1, 33.2 îðò j2. Óãëû Ýéëåðà (ðèñ. 26.1) ñâÿçàíû ñ ïàðàìåòðàìè ωωωωω1, ωωωωω2, θ

ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè ñëåäóþùèì îáðàçîì: ω1 = ϕ̇, ω2 = ψ̇, θ = θ.
Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ñôîðìóëèðóåì

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè â ñëó÷àå
MO = 0, A = B 6= C.
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1. Ïî íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ωωωωω âû÷èñëÿþòñÿ å¼ ïðîåêöèè p, q, r íà
ãëàâíûå îñè èíåðöèè.

2. Âû÷èñëÿþòñÿ ïðîåêöèè Ap, Bq, Cr êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà KO íà ãëàâíûå
îñè èíåðöèè (ðèñ. 33.1, 33.2).

3. Óãîë ìåæäó êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì KO è îñüþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè
ñ îðòîì e3 � óãîë íóòàöèè θ (ðèñ. 33.1, 33.2).

4. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωωωωω ðàñêëàäûâàåòñÿ (íå ïðîåêòèðóåòñÿ!) ïî äâóì íàïðàâ-
ëåíèÿì: e3 è KO (ðèñ. 33.2). Ñîñòàâëÿþùàÿ ωωωωω1 ïî íàïðàâëåíèþ e3 � óãëîâàÿ
ñêîðîñòü ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ, ñîñòàâëÿþùàÿ ωωωωω2 ïî íàïðàâëåíèþ KO � óã-
ëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.
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� 34. ÑËÓ×ÀÉ ÝÉËÅÐÀ. ÈÍÒÅÐÏÐÅÒÀÖÈß ÏÓÀÍÑÎ

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé ôîðìû ýëëèïñîèäà èíåðöèè.
3. MO = 0, A < B < C. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (33.2) èíòåãðèðóþòñÿ â êâàäðà-

òóðàõ. Ïðåäñòàâèì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (33.3) â âèäå:

Ap2 + Bq2 = 2T − Cr2,
A2p2 + B2q2 = K2

O − C2r2.
(34.1)

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (34.1) ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî p2, q2 (∆ =
AB(B − A) 6= 0): p = f(r), q = h(r). Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé â
òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (33.2) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

dr

dt
=

1

C
(A−B)f(r)h(r) = F (r)

ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà íàõîäÿòñÿ çàâèñè-
ìîñòè r(t) è p(t) = f(r(t)), q(t) = h(r(t)). Íî... Èíòåãðàë, âî-ïåðâûõ, âûðàæà-
åòñÿ íå ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, à ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè,
âî-âòîðûõ, äëÿ ïîíèìàíèÿ äâèæåíèÿ òåëà òðåáóåòñÿ ðåøèòü ïîñëå ïîäñòàíîâêè
p(t), q(t), r(t) èëè êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (ïîñëåäíèå òðè óðàâíåíèÿ
â (32.5)) èëè óðàâíåíèÿ (29.5) â ïàðàìåòðàõ Ðîäðèãà-Ãàìèëüòîíà (ïîäðîáíîñòè
â [10, ãëàâà VIII, � 2]. Â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà öåíÿòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå èí-
òåðïðåòàöèè: íà ïîíÿòíîì ÿçûêå î äâèæåíèè ãîâîðèòñÿ è èçîáðàæàåòñÿ òî, î
÷¼ì åñòü âîçìîæíîñòü ñêàçàòü è ÷òî ìîæíî èçîáðàçèòü, à î òîì, î ÷¼ì íåëüçÿ
ñêàçàòü ïîíÿòíî, � óìàë÷èâàåòñÿ. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå äëÿ ñëó÷àÿ MO = 0,
A < B < C äâèæåíèÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé O ðàññìàòðèâàåòñÿ

Èíòåðïðåòàöèÿ Ïóàíñî. Òåëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäîì èíåðöèè â
íåïîäâèæíîé òî÷êå O (ðèñ. 34.1).

O

P

r
P

w

Q

K
ON

Ðèñ. 34.1

Óðàâíåíèå (30.11) ýëëèïñîèäà â ãëàâíûõ îñÿõ èíåðöèè çàïèøåì ñëåäóþùèì
îáðàçîì

f(y) = Ay2
1 + By2

2 + Cy2
3 − 1 = 0. (34.2)
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Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωωωωω îáîçíà÷èì P , à ðàäèóñ�
âåêòîð, ïðîâåä¼ííûé ê íåé rP (ðèñ. 34.1). Îòìåòèì äâà îáñòîÿòåëüñòâà:

VP = [ωωωωω, rP ] = 0, rP = λωωωωω, (34.3)

òî åñòü, äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ rP è ωωωωω âûïîëíÿåòñÿ y1 = λp, y2 = λq, y3 = λr.
Ïîäñòàíîâêà â (34.2) ñ ó÷¼òîì (33.3)

Ay2
1 + By2

2 + Cy2
3 − 1 = λ2(Ap2 + Bq2 + Cr2)− 1 = 2λ2T − 1 = 0

ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó
λ2 =

1

2T
= const. (34.4)

Íîðìàëü N ê ýëëèïñîèäó â òî÷êå P ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåêòîðîì (ó÷òåíû ðàâåíñòâà
(34.2) è (31.11))

N = gradf(y) =

(
∂f

∂y1

,
∂f

∂y2

,
∂f

∂y3

)
= 2(Ap, Bq, Cr) = 2KO = const, (34.5)

òî åñòü, íàïðàâëåíèå íîðìàëè â òî÷êå P ïåðåñå÷åíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ýë-
ëèïñîèäà íåèçìåííî, à ïëîñêîñòü, êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñîèäó â òî÷êå P , ïåðå-
ìåùàåòñÿ ïàðàëëåëüíî ñàìà ñåáå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ïëîñêîñòü
íåïîäâèæíà, âû÷èñëèì ðàññòîÿíèå OQ îò íåïîäâèæíîé òî÷êè O äî ïëîñêîñòè
(ðèñ. 34.1, ó÷òåíû ñîîòíîøåíèÿ (34.3), (34.4), (31.6), (31.7), (31.11)):

OQ =

(
rP ,

KO

KO

)
=

λ

KO

(Ap2 + Bq2 + Cr2) =
2λT

KO

= const.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ Ïóàíñî çâó÷èò è èçîáðàæàåòñÿ òàê (ðèñ.
34.1). Â íà÷àëå äâèæåíèÿ îáðàçóåòñÿ ïëîñêîñòü, êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñîèäó èíåð-
öèè â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Â äàëüíåé-
øåì ïëîñêîñòü çàíèìàåò íåèçìåííîå ïîëîæåíèå, à ýëëèïñîèä èíåðöèè ñ íåïî-
äâèæíûì öåíòðîì O êàòàåòñÿ ïî íåé áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Î äðóãèõ äåòàëÿõ
êà÷åíèÿ ñêàçàòü ïîíÿòíî íå ìîæåì.
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� 35. ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÀß ÐÅÃÓËßÐÍÀß ÏÐÅÖÅÑÑÈß
ÒÅËÀ Ñ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÌÌÅÒÐÈÅÉ.
ÐÅÃÓËßÐÍÀß ÏÐÅÖÅÑÑÈß Â ÑËÓ×ÀÅ ËÀÃÐÀÍÆÀ

Â ñëó÷àå Ýéëåðà MO = 0, A = B 6= C òâ¼ðäîå òåëî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëî-
âèÿõ ñîâåðøàåò ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ. Òàêîå äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé
ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèåé. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ âûíóæäåííàÿ
ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ � ïîä âîçäåéñòâèåì ïðèëîæåííîãî ê òåëó ìîìåíòà. Ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî òåëî, îáëàäàþùåå â íåïîäâèæíîé òî÷êå O äèíàìè÷åñêîé ñèììåò-
ðèåé (A = B 6= C), ñîâåðøàåò ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè
ω1, ω2 è θ, ïðè÷¼ì óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ωωωωω1 ðàñïîëàãàåòñÿ
íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè (ðèñ. 35.1).

F

w
1

q

e
1

e
3

O

w
2K

O

P

C

Ðèñ. 35.1

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ìîìåíò, êîòîðûé íóæíî ïðèëîæèòü ê òåëó äëÿ ïîääåð-
æàíèÿ ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè.

Îòëîæèì íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè îðò e3, íà ïåðåñå÷åíèè ýêâàòîðè-
àëüíîé ïëîñêîñòè (îïðåäåëåíèå 30.1) ñ ïëîñêîñòüþ {ωωωωω1, ωωωωω2} � îðò e1 (ðèñ. 35.1).
Óãëîâûå ñêîðîñòè ωωωωω1, ωωωωω2, ωωωωω = ωωωωω1 + ωωωωω2 è êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò KO ñëåäóþùèì
îáðàçîì ðàñêëàäûâàþòñÿ ïî ââåä¼ííûì îðòàì (ñì. (31.6), (31.11)):

ωωωωω1 = ω1e3, ωωωωω2 = ω2(e1 sin θ + e3 cos θ),

ωωωωω = ωωωωω1 + ωωωωω2 = pe1 + qe2 + re3 = ω2e1 sin θ + (ω1 + ω2 cos θ)e3,

KO = Ape1 + Bqe2 + Cre3 = Aω2e1 sin θ + C(ω1 + ω2 cos θ)e3.

Ïîòðåáíûé ìîìåíò âû÷èñëÿåòñÿ ïî çàêîíó èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà (êèíå-
òè÷åñêîãî ìîìåíòà) (17.4) ñ ïðèâëå÷åíèåì òåîðåìû Ðåçàëÿ (òåîðåìà 1.1):

MO =
dKO

dt
= VF = [ωωωωω2, KO] = −e2ω2 {Cω1 + ω2(C − A) cos θ} sin θ. (35.1)
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Ôîðìóëà (35.1) äîïóñêàåò ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå

MO = [ωωωωω2, ωωωωω1]

{
C +

ω2

ω1

(C − A) cos θ

}
. (35.2)

Ïðèìåíèì âûâåäåííûå ôîðìóëû â ñëó÷àå Ëàãðàíæà (êîíåö � 32). Öåíòð ìàññ
C � òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé P ñèë òÿæåñòè � ðàñïîëîæåí íà
îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè (ðèñ. 35.1) íà ðàññòîÿíèè OC = a îò íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè O. Âîçìîæíà ëè â ñëó÷àå Ëàãðàíæà ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ? Ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè ωωωωω2 íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíà ââåðõ.
Ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé òî÷êè O ðàâåí (ðèñ. 35.1)
MO = −mgae2 sin θ. Ïîäñòàíîâêà åãî â ôîðìóëó (35.1) è ïðèðàâíèâàíèå âåëè-
÷èí âåêòîðîâ â îáåèõ ÷àñòÿõ ïðèâîäèò ê óñëîâèþ íà ïàðàìåòðû ðåãóëÿðíîé
ïðåöåññèè:

mga sin θ = ω2 {Cω1 + ω2(C − A) cos θ} sin θ.

Èëè âûïîëíÿåòñÿ sin θ = 0: âåêòîð OC âåðòèêàëüíî ââåðõ, âåðòèêàëüíî âíèç, íà
óãëîâûå ñêîðîñòè ω1, ω2 îãðàíè÷åíèé íåò. Èëè äëÿ óãëà íóòàöèè âûïîëíÿåòñÿ
sin θ 6= 0, è ïàðàìåòðû ω1, ω2, θ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

ω2
2(C − A) cos θ + Cω1ω2 −mga = 0.

Îòìåòèì, ÷òî, åñëè äëÿ ïàðàìåòðîâ ïðåöåññèè âûïîëíÿåòñÿ ω1 À ω2 (òèïè÷-
íî äëÿ òåõíè÷åñêèõ ãèðîñêîïîâ), òî ôîðìóëå (35.2) ìîæíî ïðèäàòü óïðîù¼ííûé
âèä:

MO = C[ωωωωω2, ωωωωω1].

Ýòà ôîðìóëà êëàä¼òñÿ â îñíîâó ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ãèðîñêîïà.
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� 36. ÑÂÎÁÎÄÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÒÂ�ÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

Òâ¼ðäîå òåëî ñîâåðøàåò äâèæåíèå â ñèñòåìå îòñ÷¼òà ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåí-
íûõ ê íåìó ñèë. Äâèæåíèå öåíòðà ìàññ C òåëà ïîä÷èíåíî çàêîíó äâèæåíèÿ
öåíòðà èíåðöèè (öåíòðà ìàññ) (16.5):

mWC = R

ãäå R � ãëàâíûé âåêòîð (îïðåäåëåíèå 12.3) ïðèëîæåííûõ ê òåëó ñèë. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè òåëà ââîäèòñÿ ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà Ê¼íèãà (îïðåäåëå-
íèå 18.5): ïîñòóïàòåëüíàÿ ñèñòåìà ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ C òåëà. Ïåðåõîä
â ïîäâèæíóþ ñèñòåìó òðåáóåò ïðèëîæåíèÿ ê êàæäîé ÷àñòèöå òâ¼ðäîãî òåëà
ñèë èíåðöèè (15.3). Êîðèîëèñîâû ñèëû èíåðöèè ðàâíû íóëþ, òàê êàê ñèñòå-
ìà äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî. Âñëåäñòâèå ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïîäâèæíîé
ñèñòåìû ïåðåíîñíàÿ ñèëà èíåðöèè, ïðèëîæåííàÿ ê êîíêðåòíîé ÷àñòèöå, ðàâ-
íà −miWC . Âû÷èñëèì ãëàâíûé ìîìåíò ïåðåíîñíûõ ñèë èíåðöèè îòíîñèòåëüíî
öåíòðà ìàññ:

Mïåð
C = −

∑
i

[ri, miWC ] = −[
∑

i

miri, WC ] = −[mrC , WC ] = 0,

èñïîëüçîâàíî îïðåäåëåíèå 16.1 öåíòðà èíåðöèè (öåíòðà ìàññ) è òîò ôàêò, ÷òî
âñå ðàäèóñ�âåêòîðû ri, rC èìåþò ñâîèì íà÷àëîì öåíòð ìàññ C òåëà. Ïîâåäå-
íèå òåëà â ñèñòåìå Ê¼íèãà åñòü äâèæåíèå òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Òàêîå
ïîâåäåíèå îïèñûâàåòñÿ, íàïðèìåð, ñèñòåìîé (32.5), ñîäåðæàùåé ìîìåíòû îòíî-
ñèòåëüíî öåíòðà ìàññ C ïðèëîæåííûõ ê òåëó ñèë. Êàê áûëî âûÿñíåíî, ñèëû
èíåðöèè ìîìåíòîâ íå äîáàâëÿþò. Íàïðèìåð, äëÿ òåëà, áðîøåííîãî â îäíîðîä-
íîì ïîëå òÿæåñòè Çåìëè, â ñèñòåìå Ê¼íèãà ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé Ýéëåðà. Òåëî
ñ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèåé â ñèñòåìå Ê¼íèãà áóäåò ïðåöåññèðîâàòü, ê ïðîèç-
âîëüíîìó òåëó ìîæíî ïðèìåíèòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ Ïóàíñî.
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