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     3. ЭЛЕМЕНТЫ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ

     В начале XX в. в результате развития физики оказалось, что обычная, классическая механика неприменима к микрообъектам, в том числе и к атому, а также к микрочастицам, из которых атом состоит. Поэтому в 20-х годах XX в. создается квантовая, или волновая, механика, применимая в первую очередь к электрону и к другим элементарным частицам. Появление и развитие квантовой механики привело затем к необходимости создания квантовой статистики, поскольку выяснилось, что классическая статистика Максвелла-Больцмана неприменима для описания поведения микрообъектов. Как результат появилась статистика Ферми-Дирака. 

     В данной главе рассматриваются основные элементы  квантовой механики и квантовой статистики.

     5.1. Волновые свойства микрочастиц
     При теоретическом исследовании теплового излучения абсо​лютно черного тела и фотоэффекта (эти вопросы изложены в главах 1,2 настоящего пособия) было установлено, что испуска​ние и поглощение излучения происходит отдельными порциями (квантами), причем энергия кванта излучения, энергия кванта света равна h(, или в другой записи:

                                                          (=ħ( ,                                                 (3.1)

где ((((( - угловая частота, а ħ=h/2( так называемая модифицированная постоянная Планка.

     Квант света, или фотон, как частица (корпускула) особого рода, не имеющая массы покоя, обладает энергией (3.1) и импульсом:
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     Кроме того, исходя из общего соотношения между массой и энергией:                                                                                                                                 
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фотону можно также приписать некоторую величину, по размерности совпадающую с массой (не следует, правда, смешивать это понятие с понятием массы в классической механике):
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где с - скорость света в вакууме.

     Итак, было установлено, что свет (излучение) обладает как волновыми, так и корпускулярными свойствами.

     Поясним, как согласуются между собой волновая и квантовая теории света. Как известно из оптики, согласно волновой теории света интенсивность волны в данном месте пространства пропорциональна квадрату амплитуды волны в этом месте пространства. Согласно же квантовой теории света интенсивность света в данном месте пространства пропорциональна числу фотонов, попадающих в это место пространства. Согласование теорий: предполагается, что число фотонов, попавших в данное место пространства, про​порционально квадрату амплитуды волны в данном месте простран​ства, т. е. эти величины связаны прямой пропорциональной зависимостью.

     Рассмотрим теперь волновые свойства элементарных частиц. Впервые гипотезу о волновых свойствах электрона высказал в 1925 г. французский физик Луи де Бройль
. Основная мысль де Бройля сводилась к тому, что можно применить квантовую теорию света для описания волновых свойств движущихся элементарных частиц. При этом он предположил, что движущийся свободный электрон, имеющий импульс p=mv и кинетическую энергию ЕК, описы​вается такой же функцией, что и плоская волна:
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где скалярное произведение pr равно:
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а (0 - постоянная амплитуда.

     Поясним рассуждения де Бройля, которые привели его к выражению (3.4). По аналогии с квантовой теорией света де Бройль предположил, что соотношения (3.1) и (3.2), определяющие энергию и импульс фотона, справедливы и для волны, сопостав​ляемой свободному электрону, т. е. частота ( такой волны и волно​вое число k определяются формулами:
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     Отсюда с учетом (3.6) и (3.7) выражение для обычной пло​ской электромагнитной волны:
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принимает вид (3.4), т.е. получаем плоскую волну, названную позже волной де Бройля.

     В более простом случае движения свободного электрона вдоль оси Ох соответствующая (3.4) волновая функция будет иметь вид:
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     В 1927г. гипотеза де Бройля была подтверждена опытами по дифракции электронов, а еще позже на опыте были установлены волновые свойства и других элементарных частиц. Поэтому можно сказать, что электрону, движущемуся со скоростью v, т.е. имеющему импульс p, будет соответствовать [см. (3.7)] длина волны:
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называемая длиной волны де Бройля.

     Аналогично рассмотренному в начале раздела согласова​нию квантовой и волновой теорий света можно привести согласо​вание корпускулярных и волновых свойств элементарных частиц, в частности электрона. В этом случае необходимо предположить, что число электронов (частиц), попавших в данный элемент объёма dV, пропорционально квадрату амплитуды волны де Бройля и ве​личине элемента объема, т. е. число электронов приблизительно равно 
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     Если исходить из статистического толкования последнего выра​жения в случае одной частицы, то можно сказать, что вероятность dW того, что частица находится в данном элементе объема dV, пропорцио​нальна квадрату амплитуды волны де Бройля, или квадрату мо​дуля этой волны, т.е.
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     Из этого равенства следует, что квадрат модуля волны де Бройля (волновой функции) равен плотности вероятности нахождения свободной частицы в данном месте пространства. Такое толкование волновой функции справедливо не только для свободного электрона, но и для связанного электрона.

     Следовательно, физический смысл волновой функции состоит в том, что квадрат ее модуля есть плотность вероятности обнаружить частицу (электрон) в данном месте пространства, причем сама волновая функция является комплексной величиной.

     По поводу волновых свойств электрона необходимо заметить также, что с точки зрения квантовой теории движение электронов можно рассматривать как электронные волны, определяемые волновыми функциями (. Хотя сама волновая функция, вообще говоря, не имеет особого физического смысла, однако для свободного электрона существует определенная и весьма наглядная связь движения волны с движением самого электрона.

     В самом деле, если рассматривать не строго монохроматическую волну с определенными величинами ((  и 
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, а почти монохроматическую волну или группу волн (пакет):
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где ko — есть волновое число, соответствующее середине группы. Известно, что групповая скорость vгр или скорость группы волн v определяется формулой:
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     С другой стороны, для свободного электрона (3.6) и (3.7) имеем:
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     Тогда на основании последнего выражения скорость группы волн, или скорость пакета, будет равна:
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где v -  есть мгновенная скорость свободного электрона.

     Таким образом, для простейшего случая свободного электрона можно заключить, что групповая скорость волн де Бройля равна скорости движения электрона (частицы). В этом смысле можно сказать, что волновая функция для свободного электрона или волна де Бройля имеет наглядное физическое истолкование. Поэтому с известным приближением движение свободного электрона можно рассматривать как движение группы (пакета) волн де Бройля.
     3.2.Энергетические уровни для электрона в атоме. Принцип Паули

       При изучении поведения электронов в атоме было 
установлено, что электроны могут находиться не на любых орбитах, а лишь на разрешенных, или стационарных, орбитах, на которых они обладают вполне определенными энергией и моментом импульса. 

     Положение этих орбит определяется из условия, согласно которому энергия электрона и момент его импульса могут принимать
лишь значения, кратные определенным постоянным величинам,
другими словами, квантуются.
     Как показывает современная квантовая теория, состояние электрона в атоме характеризуется четырьмя квантовыми числами: п,l, j и mj. Главное квантовое число n принимает целые значения (n = 1, 2, 3, . . .) и определяет энергию электрона на орбите. По​бочное квантовое число l принимает целые значения, причем величина l на единицу меньше, чем число n (1 = 0, 1, 2,...) и определяет квантование (т.е. дискретность значения) момента импульса электрона на орбите.

     Кроме этого, электрону как элементарной частице присуща особая квантовая характеристика - спин, которому соответствует спиновый момент импульса.

     В связи с этим для квантования полного момента электрона вводится квантовое число j, определяющее квантование полного момента количества движения электрона на орбите.

    Поскольку такой полный момент электрона является векторной величиной,  то при пространственном квантовании необхо​димо учитывать проекцию полного момента на определенное направление, например, на направление внешнего магнитного поля. Поэтому вводится чет​вертое квантовое число mj, которое учитывает проекцию полного момента и называется магнитным квантовым чис​лом.

     Важным принципом квантовой ме​ханики является принцип Паули, согласно которому в атоме не может быть более двух электронов, обладающих одинаковыми значениями всех четырех квантовых чисел. Этот принцип позволяет объяснить периодичность построения системы Менделеева и строение электронных оболочек атома. Из принципа Паули следует, что состояния двух электронов должны отличаться друг от друга, по крайней мере, спином.

     То, что главное квантовое число принимает лишь целые значения, говорит о том, что электрон в атоме может находиться на вполне определенных энергетических уровнях. Исследования показали, что для электрона в изолированном атоме будут существовать отдельные или дискретные энергетические уровни. Например, в простейшем случае атома водорода энергетические уровни для электрона показаны на рис.3-1. 
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                                                            Рис.3-1                   

     Согласно принципу Паули, на данном энергетическом уровне не может находиться более двух электронов, отличающихся направлением спина.
     Из рис.3-1 видно, что с возрастанием энергии Е расстояние между соседними уровнями сильно уменьшается, т. е. уменьшаются промежутки, соответствующие участкам запрещенных значений энергии. Такой же характер распределения уровней сохраняется и для более сложных атомов, имеющих несколько электронов в оболочке. В этом случае энергетические уровни, соответствующие  валентным электронам, расположены более близко друг к другу. 
     3.3. Уравнение Шредингера.

     Волновая функция движущейся элементарной частицы (например, электрона) позволяет определить все характеристики ее движе​ния: координату, импульс и энергию. Пусть, например, волновая функция для свободного электрона задана выражением (3.4), причем скалярное произведение рr определяется выражением (3.5). Если электрон движется вдоль оси х, то его координата, импульс и энергия опреде​ляются по производным:
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или:
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     Возникает вопрос о том, как же определяется сама волновая функция для элементарной частицы, в данном случае, для электрона. Волновая функция представляет собой решение уравнения Шредингера, пред​ставляющего собой дифференциальное уравнение второго порядка в частных производных и составленного для этой волновой функции.

     Вначале запишем уравнение Шредингера для свободной ча​стицы (свободного электрона), для которого волновая функция (3.4) известна, а затем обобщим его на случай наличия внешнего потенциального поля.

     С этой целью функцию (3.4) разобьем сначала на два множи​теля:
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где функция:                     
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представляет собой по существу амплитуду волновой функции (, которая зависит только от координат и не зависит от времени.

     Мы будем рассматривать только стационарные процессы. Поэтому в (3.13) можно опу​стить временной множитель, оставив лишь волновую функ​цию (3.14), которая зависит только от координат.

     Требуется составить дифференциальное уравнение для стационарной волновой функции свободного электрона (. Эта функция и будет являться решением данного уравнения.  Для этого определим вторые производные по координатам от функции (3.14) с учетом (3.5). Такие производные запишутся в виде:
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     Складывая эти производные и учитывая, что:
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получим:
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     Левая часть этого равенства представляет собой оператор Лапласа (, поэтому последнее равенство перепишется так:
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    Дифференциальное уравнение (3.16) или (3.17) и является уравнением Шредингера для свободного электрона. 

     Из уравнения (3.17) видно, что если применить оператор Лапласа к волновой функции ( и умножить его на 
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в квантовой механике называется оператором кинетической энер​гии.                            

     Обобщим теперь уравнение (3.17) на случай движения элек​трона в потенциальном поле внешних сил. Для этого заменим в его правой части кинетическую энергию Еk через разность полной Е и потенциальной V энергий электрона:
                                                      Еk=Е - V.                                         (3.19) 

   Тогда вместо (3.17) получим:
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    Уравнение (3.20) представляет собой уравнение Шредингера для случая движения электрона во внешнем поле, в котором его потенциальная энергия равна V.

     Справа в уравнении (3.20) стоит полная энергия Е, поэтому оператор:
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по аналогии с (3.18), называют оператором полной энергии.

     Как уже отмечалось выше, уравнение (3.20) справедливо для стационарных состояний электрона, так как волновая функция не содержит временного множителя. Если же перейти к полной волновой функции (, содержащей временной множитель [см. (3.13) и (3.14)]:
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т. е. к нестационарным процессам, то уравнение Шредингера с уче​том (3.12) для этого случая запишется так:
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     При помощи уравнения (3.21) исследуются, например, переходы электрона из одного стационарного состояния в другое. 

     Теперь рассмотрим более подробно уравнение Шредингера (3.20) для стационарных состояний электрона (частицы). Урав​нения вида (3.20) в математике уже были известны до появления квантовой механики, и было выяснено, что они имеют определенные однозначные и конечные решения лишь для дискретного ряда значений параметра в правой части уравнения. В частности, уравнение (3.20) имеет такие решения при отдельных, т.е. дискретных значениях энергии Е:
                                                            E=E1,E2,…                                      (3.22)

Такие значения энергии называются собственными значениями оператора энергии, которым соответствуют собственные функции:
                                                        (=(1,(2,….                                        (3.23)

     Собственные функции (3.23) являются решениями уравнения (3.20) при значениях энергии, определяемых  (3.22).

     Следовательно, влияние внешнего поля V на движение элек​трона сводится к тому, что электрон может принимать не любые, а лишь опре​деленные возможные значения энергии. Это означает, в атоме, например, он может находиться, лишь на определенных энергетических уровнях. Поэ​тому уравнение Шредингера позволяет строго определить возмож​ные энергетические уровни электрона в атоме. 

     Выше рассматривался случай, когда одному значению энергии соответствовало только одно значение волновой функции, т. е. одно состояние электрона. Однако чаще бывает так, что данному собственному значению энергии Еn соответствует несколько собственных значений функции (n, т. е. (n1, (n2, (n3,… . Но это означает, что при заданном значении энергии электрона он может находиться в различных состояниях, так как состояние электрона определяется функцией (. Такой энергетический уровень называется вырожден​ным, причем вводится также понятие о кратности вырождения. Если, например, данному значению энергии Е соответствует g значений (или g возможных состояний), то уровень будет вырож​ден с кратностью g. В частности, для электрона в атоме только уро​вень п =1 (состояние l = 0) будет невырожденным, а все осталь​ные уровни будут вырожденными.

     3.4. Метод возмущений в квантовой механике

     Система собственных функций (3.23) является ортогональной и полной. Ортогональность функций означает, что выполняется условие:
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т. е. интеграл по объему от произведения функций с разными индексами равен нулю
.

     Полнота системы функций (3.23) заключается в том, что по этой системе можно разложить в ряд любую функцию координат
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где Ck - коэффициент разложения. 

     Кроме этого, волновая функция ( нормирована к единице, т. е. выполняется условие:
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     Условие нормировки к единице объясняется вероятностной трактовкой квадрата модуля волновой функции (сумма вероятностей равна единице). Коэффициенты Сk в разложении (3.25) можно определить, воспользовавшись условием ортогональности и нормированности собст​венных функций (.  Действительно, умножив (3.25) на 
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 и взяв интеграл по объему от обеих частей равенства, получим с учетом (3.24)  и  (3.26):
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или:
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     Метод возмущений в квантовой механике позволяет решать практические и достаточно сложные задачи по определению движения электрона во внешнем поле. Обычно внешнее поле задать очень трудно, поэтому его разделяют на два слагаемых:

                                                          V=V0+V1.                                          (3.28)

 где v0 - основная часть поля, a V1 - маленькая добавка, малое возмущение. Например, в сложном атоме можно считать, что дан​ный электрон движется под влиянием поля ядра, а влияние осталь​ных электронов рассматривается как малое возмущение.

     Собственные функции оператора V0 невозмущенной задачи обычно известны, а малое возмущение V1 ищется путем разложе​ния его собственной функции (1 в ряд по собственным функциям (0K оператора V0, т. е.:
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     Неизвестные коэффициенты Сk разложения (3.29) находятся аналогично (3.27).

     Практически при расчетах метод возмущений сводится к методу последовательных приближений, так как, например, значение v0 можно считать нулевым приближением, а значение V1 первым приближением. Разумеется, что можно вычислить и дальнейшие приближения, если это диктуется условиями задачи.

     Важным обстоятельством в методе возмущений является то, что, как показывают расчеты, при наложении возмущения вырож​денные уровни расщепляются в свою очередь на уровни (т.е. подуровни), число которых соответствует кратности вырождения.

       3.5. Соотношение неопределенностей Гайзенберга

     В классической механике, справедливой для макроскопических объемов, считается, что координата и импульс (скорость) тела мо​гут быть определены одновременно и с любой точностью. Такой вывод связан с тем, что в классической механике частица считается движущейся по траектории, на которой в каждый момент времени она должна иметь вполне определенную координату и импульс.

     В квантовой же механике, справедливой для микромира, дело обстоит иначе, и такие классические модели и понятия, как траектория, здесь неприменимы. В квантовой механике координату и импульс одновременно нельзя определить сколь угодно точно. Чем точнее задается коорди​ната, тем  менее точно опреде​ляется импульс, и, наоборот, при более точно заданном значении им​пульса будет уменьшаться  точность в определении координаты. Это следует из того, что волновая функция, определяющая вол​новые свойства микрочастиц, имеет вероятностный смысл.

     Рассмотрим, например, электрон, движущийся вдоль оси х. Неточность в определении координаты обозначим через (х, а неточность в определении импульса через (px. В квантовой механике выводится соотношение, согласно которому произведение этих неточностей не может быть меньше постоянной Планка:
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     Выражение (3.30) впервые было введено Гайзенбергом и по​лучило название соотношения неопределенностей.  Выражение (3.30) следует понимать так, что одновременно координату и импульс микрочастицы можно определить с точностью, не превышающей величины, которая устанавливается выражением (3.30).

     Приведем пример на применение соотношения (3.30) для случая движения электрона в периодическом потенциальном поле кристалличе​ского полупроводника. Если через а обозначить постоянную решетки кристалла, то можно допустить, что неточность в определе​нии координаты ((x) электрона будет порядка а, т. е. (x=a. Тогда на основании (3.30) получим, что неточность в определении мгновенной скорости электрона будет не меньшей, чем
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     Подставив сюда значение постоянной решетки а~10-9 м, массу элек​трона m = 9·10-31 кг и h = 6,62-10-34 Дж·с, получим:
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     С другой стороны известно, что при обычных температурах скорость теплового движения электрона по порядку величины равна 106 м/с. Отсюда следует, что неточность в определении мгновенной скорости электрона оказы​вается больше самой величины скорости. Следовательно, для полу​проводника определение мгновенной скорости теряет смысл, и очевидно, что можно говорить лишь о средней скорости электрона.

     3.6. Простейшие задачи квантовой механики

     Электрон в потенциальной яме (квантование энергии электрона)

     При рассмотрении этой задачи легко убедиться, что сам аппарат квантовой механики приводит к тому, что энергия электрона (микрочастицы) в потенциальной яме квантуется, т. е. приобретает дискретные значения. 

     С целью упрощения дальнейших рассуждений преобразуем уравнение Шредингера к виду чисто волнового уравнения. 

     Для свободного электрона имели
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или в другом виде:
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     Однако:
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Поэтому рассматриваемое уравнение можно записать так:
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где k - волновое число для свободной частицы, определяемое формулой:
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     Следовательно, для свободной микрочастицы уравнение Шредингера (3.31) имеет такой же вид,  что и волновое уравнение в форме Гельмгольца. Мы уже встречались с этим уравнением ранее, в разделе "Волны".

     Аналогично этому уравнение Шредингера
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 для частицы в потенциальном поле V = V (х, у, z) преобразуется к такому же уравнению
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но волновое число  определяется уже не выражением (3.32), а следующим выражением:
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     Cравнивая выражения  (3.33) и (3.322), легко видеть, что для определе​ния волнового числа можно пользоваться одной и той же формулой (3.33). В самом деле, для свободной частицы просто нужно в ней полагать V = 0.                         

     Предположим, что электрон находится в потенциальной яме шириной а (рис.3-2), причем стенки ямы представляют собой бесконечно высокие потенциальные барьеры. Другими словами, граничными условиями такой задачи будут условия: 

при                                       0<х<а          V (x) = 0 
и                                            
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     В рассматриваемом случае частица (электрон) не может находиться за пределами ямы. Поэтому, учитывая, что вероятность нахождения частицы в данном месте пространства определяется волновой функцией, можно говорить о нулевых значениях волно​вой функции  ((x) на границах. 
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                                                                Рис. 5-2

     Поэтому для волновой функции электрона в потенциальной яме будут справедливы следующие граничные условия:
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     Общее решение волнового уравнения (3.31а), которое для рассматриваемой одномерной задачи принимает вид
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выражается, как известно, через гармонические функции. Это решение имеет вид:
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где А - амплитуда, а (0 -дополни​тельная фаза. Применяя к (3.36) первое условие (3.35), будем иметь:

                                                    0 = A sin (0 + (о), 

т. е. получаем, что  (о = 0.

     Из другого условия (3.35) получаем:

                                                     0 = A sinka, 

т. е. kna=n(  или:
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где n = 1, 2, 3,... (целое число).

     Отсюда следует, что волновая функция для электрона (3.36) в потенциаль​ной яме с учетом (3.37) запишется в виде:
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     Выражение (3.38) с учетом различных значений числа n опре​деляет собственные волновые функции для электрона в потенциальной яме. При этом каждое собственное значение волновой функ​ции соответствует определенному возможному или собственному состоянию электрона по энергии.

     Используя (3.37), легко записать выражение для собственных значений энергии электрона:
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или:
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т.е.:
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     Следовательно, по формуле (3.39) определяются собственные или возможные значения энергии электрона (микрочастицы) в потенциальной яме. Другими словами, по этой формуле определяются значения энергетических уровней для электрона в данной задаче. Первые из таких уровней показаны на рис.3-2. Целое число n, ко​торое определяет значение энергии электрона (микрочастицы), и бу​дет называться квантовым числом для этой задачи.

     Найдем теперь разность уровней при больших значениях n:
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Если же взять отношение 
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то при больших значений n оно будет стремиться к нулю. Отсюда следует вывод, что дискретность, т.е. раздельность энергетических уровней, сказывается лишь для малых значений квантового числа n. При больших же значениях n дискретность уровней утрачивается.

     Точно так же, используя выражение (3.38), можно для неко​торых значений n зарисовать графики волновой функции в случае электрона в потенциальной яме. Графики этой функции изображены на рис.5-3а  для трех значений квантового числа n. Эти графики строятся следующим образом.
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                                                        Рис.3-3

     При n=1 волновая функция принимает вид:
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и обращается в нуль при x=0 или при x=a. Волновая функция принимает максимальное значение посередине ямы: (1=A при x=a/2. Это означает, что наиболее вероятное местонахождение электрона - посередине ямы, а плотность этой вероятности определяется квадратом модуля волновой функции 
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     При n=2 волновая функция имеет вид: 
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; тогда (2=0 при x=0, a/2, a   и  (2=(A, когда x=a/4 или  x=3a/4.

    Наконец, при n=3 волновая функция выглядит так: 
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; тогда (3=0 при x=0, a/3, 2a/3 и  a. Функция принимает максимальное значение, т.е. (3=(A при x=a/6, 3a/6 или 5a/6. Эти координаты и есть наиболее вероятные местоположения электрона в данном случае.                                 

    На рис.3-3б изображены графики соответствующих плотностей вероятностей состояния электрона для тех же значений квантового числа. Как видно из рис.3-3б, во всех состояниях с n(2 внутри ямы существуют такие точки, вблизи которых вероятность обнаружить частицу равна нулю. В этом проявляется существенное отличие описания движения частицы по квантовой теории от описания по классической теории. Такое же отличие проявляется в представлении дискретного спектра возможных значений энергии.

     Необходимо заметить, что самый низкий энергетический уровень будет при n = 1. Он называется основным. Остальные энергетиче​ские уровни будут возбужденными.

     Выше мы рассмотрели одномерную задачу или плоскую модель потенциальной ямы. Совершенно аналогично можно было бы рассмотреть трехмерную задачу. В этом случае необходимо учитывать все три координаты х, у, z, а одномерная потенциальная яма как бы заменяется потенциальным ящиком, имеющим три измерения. В такой трехмерной задаче решение волнового уравнения, опре​деляющее собственные функции, будет иметь вид:
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     Соответственно собственные значения энергии определяются формулой:
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где n1, n2, n3 - целые числа, являющиеся квантовыми числами при квантовании энергии по осям х, у и z. В случае кубического потенциального ящика а1 = а2 = a3 = а и вместо (3.41) можно записать:
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     Используя выражение (3.42), легко показать на примере этой трехмерной задачи вырождение энергетических уровней, о кото​ром говорилось выше.  Предположим, что
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что соответствует энергии                                                
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     Хотя выражением (3.44) задан вполне определенный энергетический уровень, однако условие (3.43) может быть выполнено тремя различными комбинациями квантовых чисел n1, n2, nз:
             1-я комбинация:   n1 =1, n2 =2, n3=2;

             2-я комбинация:   n1 =2, n2 =1, n3=2;

             3-я комбинация:   n1 =2, n2 =2, n3=1.

     Если учесть, что для каждой комбинации таких трех чисел по (3.40) волновая функция будет иметь свое значение, то заданному энергетическому уровню будут соответствовать три различных значения волновой функции. Другими словами, заданному энергетическому уровню будут соответствовать три различных состояния частицы, или этот уровень будет иметь трехкратное вырождение.

     3.7. Прохождение микрочастицы через потенциальный барьер.

             Туннельный эффект

     Пусть имеется потенциальный барьер высотой V в виде прямо​угольного уступа, показанный на рис. 3-4. 

     Будем рассматривать область 1 - слева от барьера и область 2 -справа от барьера. При этом считаем, что частица массой m имеет энергию Е и дви​жется к барьеру слева направо. Эти условия можно сформулировать следующим образом:

                           V = 0          при       -∞ < x < 0      (область 1)                (3.45)
                          V = V (х)   при         0 < х <+ ∞    (область 2).

     Запишем отдельно для каждой из двух областей волновое уравнение (3.31а), соответствующее уравнению Шредингера, с учетом одной координаты х:

     для области  1
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     для области  2
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     где:
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                                                            Рис. 3-4

     Общие решения уравнений (3.47) и (3.48) можно записать в комплексном виде через экспоненциальные функции:

     область  1
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     область  2
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     Проанализируем эти решения. В решении (3.49) первое сла​гаемое представляет собой плоскую волну, бегущую в положитель​ном направлении оси х, т. e. слева направо или к барьеру. Дру​гими словами, это будет падающая на барьер волна. Точно так же легко видеть, что второе слагаемое в (3.49) определяет волну, распространяющуюся в противоположном направлении (в отрицатель​ном направлении оси х), т. e. волну, отраженную от потенциаль​ного барьера.

     Аналогично этому в решении (3.50) первое слагаемое опреде​ляет волну, бегущую в области 2 направо, т. e. волну, проходящую через  потенциальный барьер. Из этих же соображений второе сла​гаемое в (3.50) должно соответствовать волне, бегущей в области 2 справа налево, т. е. как бы отраженную волну. Однако в области 2 волне не от чего отражаться и по смыслу такой волны не может быть. Поэтому в решении (3.50) из физических соображений необходимо положить коэффициент В=0 и брать его решение в виде:
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     Энергетические  коэффициенты отражения R и пропускания D в случае заданного барьера можно оценить, учитывая, что интенсивность волны прямо пропорциональна квадрату ее амплитуды.

     Тогда коэффициент отражения от потенциального барьера будет равен                                                   
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     Аналогично этому коэффициент пропускания или коэффициент прозрачности потенциального барьера запишется в виде:  
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где  
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  - коэффициент преломления волны в оптическом смысле, а  (2  и  (1  - длины волн в областях 2 и 1. При этом в выражениях (3.52) и (3.53) в силу комплексности функций (1 и (2 взяты квадраты модулей соответствующих амплитуд. Необходимо также оговориться, что по закону сохранения энергии должно вы​полняться соотношение:

                                                           R+D=1.                                            (3.54)

     По классической механике, если бы частица обладала энергией, меньшей высоты барьера (E<V), она не смогла бы пройти через   потенциальный барьер. По квантовой механике существует вполне определенная вероятность проникновения частицы в глубину потенциального барьера на конечную глубину, т. е. коэффициент прозрачности D не будет равен нулю.     

     Рассмотрим здесь случай высокого потенциального барьера   (V>E).  Легко видеть, что в этом случае волновое число для области 2 становится чисто мнимой величиной. В самом деле, при V>E имеем:
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В данном случае волновая функция (3.51) будет экспонен​циально убывающей:
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     Однако, квадрат (2 по смыслу определяет вероятность проникновения частицы за потенциальный барьер. Отсюда следует, что эта вероятность не равна нулю, а имеет вполне определенное конечное значение.

     С учетом (3.56) для случая высокого барьера коэффициент прозрачности D потенциального барьера толщиной d будет опреде​ляться выражением:
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     Из выражения (3.57) видно, что коэффициент прозрачности барьера убывает с увеличением толщины барьера по экспоненциальному закону. Ниже приведем расчетные значения коэффици​ента D в зависимости от изменения толщины барьера d:

	d,  Å
	1
	1,5
	2
	5

	D
	0,1
	0,03
	0,008
	5,5·10-7


     Из приведенных данных видно, что легче всего проницаем барьер толщиной в один ангстрем (1 Ǻ = 10-10 м), т. е. когда толщина барьера соответствует атомным размерам.

     На основании изложенного можно сделать вывод, что согласно квантовой механике через потенциальный барьер могут проникать даже те микрочастицы, энергия которых меньше высоты барьера. Частицы как бы просачиваются через барьер, проходят через него как бы через туннель. Это явление и получило название туннельного эффекта.

      3.8. Элементы квантовой статистики электронов

    Рассмотрим теперь вкратце поведение большого количества микрочастиц, т.е. системы. Под системой понимается совокупность большого количества тел или частиц. Макроскопические свойства таких систем и макроскопические процессы, протекающие в них, разумеется, будут зависеть от  поведения элементов системы, т.е. от  микроскопических процессов, происходящих с частицами. Ранее мы рассматривали такие статистические ансамбли или системы, состоящие из большого количества молекул. Для их описания применялись различные распределения, в частности, распределение Максвелла-Больцмана молекул по их скоростям. 

     На ранних этапах исследования поведения микросистем делались попытки применить для электронов статистическое распределение Максвелла-Больцмана, которое первоначально применялось для молекул. Однако, как было показано позже, для электронов в общем случае справедливой является квантовая статистика Ферми-Дирака.

    Статистическое распределение Ферми-Дирака по квантовой теории
     Естественно, что при переходе к квантовой статистике, основывающейся на квантовой механике, необходимо учитывать все осо​бенности последней.

     Во-первых, необходимо учитывать соотношение неопределен​ности Гайзенберга при рассмотрении элемента объема фазового пространства. Как известно, по классической статистике и классической механике, движение частицы однозначно определено, если заданы три ее координаты и три составляющих импульса. Поэтому элемент объема такого фазового пространства с учетом соотноше​ния Гайзенберга, не может быть сколь угодно малым, а должен удовлетворять неравенству

                                             dxdydzdpxdpydpz ≥ h3.

     Следовательно, удовлетворяя соотношению неопределенностей, мы можем разбить фазовое пространство на такие элементарные ячейки, которые «по размеру» будут не меньше, чем h3. Попадая в такую элементарную ячейку фазового пространства, электрон будет обладать вполне определенным состоянием. Поэтому число ячеек в таком шестимерном пространстве, а значит, и число воз​можных состояний электрона равно фазовому объему, деленному на h3, т. е. число возможных состояний будет равно:
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     Во-вторых, необходимо учитывать принцип Паули, а это при​водит к тому, что в каждой ячейке фазового пространства может быть лишь два электрона с различными спинами.

     В трехмерном пространстве импульсов элемент объема имеет вид:

                              dxdydzdpxdpydpz = Vdpxdpydpz = h3, 

откуда:
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где V - объем соответствующей системы. В трехмерном пространстве импульсов минимальный размер элементар​ной ячейки будет равен h3/ V.                                   
     В-третьих, в квантовой статистике Ферми-Дирака все частицы (электроны) считаются неразличимыми, и перемена их местами не приводит к изменению состояния всей системы частиц. В классической же статистике, статистике Максвелла-Больцмана, считалось, что перемена мест частиц приводит к изменению состояния  системы.

     Итак, к электронам применима квантовая статистика, исходя​щая из необходимости описания электронов при помощи квантовой механики. С учетом всех этих особенностей квантовой теории Ферми и Ди​раком была выведена формула для функции распределения электронов по энергиям:
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где (=EF - энергия Ферми, соответствующая химическому потенциалу.

     Следовательно, для вырожденного электронного газа приме​нима формула (3.58). Однако можно легко видеть, что при не​которой более высокой температуре такое вырождение может и сни​маться. В самом деле, если при некоторой температуре, называе​мой температурой вырождения, и выше имеет место соотношение
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то (3.58) переходит в следующее:
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 что уже совпадает с классическим распределением Максвелла-Больцмана. 
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                                                             Рис. 3-5

     На рис. 3-5 представлены графики функции fф по (3.58) для случаев Т=0 и Т>0. Из этих графиков видно, что при Т=0 вероятность заполнения электроном уровня с энергией Е<( равна 1, т. е. fф= 1. Наоборот, fф=0, если Е>(.. Если же Т>0, то fф(0 при Е >( , и имеет конечное зна​чение.

     Разумеется, что если функция f определяет вероятность запол​нения энергетического уровня электроном, то вероятность того, что уровень будет пустой, равна (1-f ).

    В заключение запишем распределение частиц по импульсам и по энергиям в квантовой статистике. 

     Как мы видели выше, число ячеек Z в трехмерном пространстве  импульсов будет равно
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Соответственно число ячеек z в единице объема кристалла (системы) запишется в виде:
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     Тогда число dn электронов в единице объема, импульсы которых находятся в интервале от рx до рx + dpx, от ру до ру + dpy, от рz до  pz + dpz, с учетом (3.58), (3.59) и принципа Паули будет определяться выражением:

                             
[image: image96.wmf]h

dp

dp

dp

e

)

dp

,

dp

,

p

(

dn

z

y

x

kT

E

z

y

x

3

2

1

1

×

+

=

m

-

.                    (3.60)

     По аналогии с этим число электронов в единице объема, обладающих энер​гиями, значения которых лежат в интервале от Е до Е + dE, определится выражением:
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� Louis de Broglie (1892-1987) - выдающийся французский физик, лауреат Нобелевской премии (1929 г.).


� Свойство ортогональности функций (3.24) напоминает ортогональность векторов. Например, векторы а и b будут ортогональными, т. е. вза�имно перпендикулярными, если их скалярное произведение равно нулю (ab)=0.
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