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     ПРЕДИСЛОВИЕ.

     Настоящее пособие предназначено для студентов Северо-Западного заочного политехнического института, изучающих курс физики в объеме трех семестров. Пособие составлено в соответствии с программой и с тематическим планом курса физики для всех специальностей, кроме специальностей   060800   и  240100.

     1. КОЛЕБАНИЯ И ВОЛНЫ В УПРУГОЙ СРЕДЕ

     1.1.  Гармонические колебания
     Мир, в котором мы живем, состоит из движущихся объектов, хотя их движение и не всегда можно заметить. Многие из этих объектов совершают колебательные движения вокруг точки равновесия. Примерами таких движений являются качание маятника часов, вибрация струны скрипки или гитары, волны на воде, переменный электрический ток, свет, звук, движение электронов в атоме и т.д. Колебательные процессы происходят не только в физических системах, но также и в биологических, социальных и экономических. Поэтому изучение колебательных явлений чрезвычайно важно.

     Основные закономерности колебательных процессов удобно начать с изучения простейших механических колебаний и, в первую очередь, гармонических колебаний.

     Гармоническими называются колебания, при которых физическая (или любая другая) величина изменяется во времени по закону синуса или косинуса (что, впрочем, одно и то же, поскольку синус - это та же самая функция, что и косинус, и отличается от него лишь фазой). Это означает, что колеблющийся объект принимает одно и то же значение через определенный промежуток времени, называемый периодом. Таким образом, смещение материальной точки от положения равновесия описывается гармонической функцией:

                                                     x=Acos((t+()                                         (1.1)
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     В уравнении (1.1) и далее мы будем пользоваться следующей терминологией: x-смещение; A- положительная константа, называемая амплитудой; (- угловая частота, имеющая размерность рад/с; t- время; (- начальная фаза. Величина  ((t+() называется мгновенной  фазой колебаний. Для большей наглядности колебательный процесс можно представить в виде так называемой векторной диаграммы (рис. 1-1).  
Предположим, что материальная точка                                                                                                
движется равномерно по окружности радиуса А               Рис. 1-1
против часовой стрелки  с постоянной угловой скоростью (. Очевидно, что при этом угол поворота  вектора  А относительно оси x равен ((t + (), а проекция этой точки на ось x (или y) совершает гармонические колебания около точки 0:
                                                    x=Acos((t+(),                                         (1.2)

     Аналогично, проекция на ось у также совершает гармонические колебания по закону:

                                                      y=Asin((t+()                                         (1.3)

     Изобразим графически гармоническое колебание с нулевой начальной фазой ((=0):

                                                            x=Acos(t                                         (1.4)
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                                                         Рис. 1-2   
     Основные характеристики гармонического колебания:

   1) А - амплитуда, т.е. максимальное отклонение колеблющейся точки от положения равновесия;

   2) Т - период  колебаний, т.е. время,  за которое колеблющаяся точка совершает полный цикл и возвращается в исходное положение;

   3) f - циклическая частота, т.е. число колебаний, которое точка совершает в единицу времени, т. е. за одну секунду: 
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   4)  ( - круговая частота, т.е. число колебаний за 2( секунд:

                                                        (=2(f                                             (1.6)
   5) (t - фаза колебания, позволяющая вычислить значение смещения в любой момент времени. Эта величина показывает направление колебаний.

     1.2.  Дифференциальное уравнение гармонических колебаний
      Простейшей механической системой, совершающей гармонические колебания, является пружинный маятник, представляющий собой тело массой  m (или материальную точку), подвешенное на пружине  (рис.1-3).

[image: image4.wmf]k

m

X

0


   В состоянии покоя система находится в положении равновесия, при этом координата центра тяжести тела  m  равна нулю: x=0. Если тело слегка оттянуть и отпустить (т.е. вывести из положения равновесия), то на него со стороны пружины будет действовать упругая сила, стремящаяся вернуть тело в исходное положение. Эта сила определяется законом Гука:

                                    f=-kx                                     (1.7)

     Знак минус ( - )  означает, что сила действует в сторону, противоположную смещению тела. 

Величина  k  (положительная, т.е. k>0) называется коэффициентом упругости или жесткости пружины (часто эту величину называют просто упругостью или жесткостью).

       Рис. 1-3                    Согласно второму закону Ньютона:
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     Разделив все уравнение на  m, получим:
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где для положительной величины  
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 введено обозначение:
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     Выражение  (1.10) представляет собой линейное дифференциальное уравнение второго порядка. Его решением является гармоническая функция
                                            x=Acos((t+()

     Следует отметить, что все гармонические функции обладают периодом, т.е. значение гармонической функции повторяется через определенное время  Т, называемое периодом. Для данной функции:

                           x(t)=Acos((t+()=x(t+T)=Acos[((t+T)+(].
    Увеличение времени на период  Т  эквивалентно увеличению фазы на  2(  радиан. Поэтому:

                                   Acos((t+()=Acos[((t+()+2(]

     Cкорость движения тела равна первой производной от смещения по времени
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     Функции синуса и косинуса отличаются друг от друга лишь дополнительным сдвигом фазы на 
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 , поэтому:
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     Ускорение равно первой производной от скорости по времени, т.е. второй производной от смещения по времени:
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      Таким образом, мы видим, что смещение x,  скорость v  и ускорение a  тела массой m  представляют собой гармонические функции, отличающиеся друг от друга по фазе. Скорость опережает смещение на угол 
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 , а ускорение опережает скорость также  на 
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 , т.е. ускорение опережает смещение на  ( радиан. Это означает, что ускорение пропорционально смещению и направлено в сторону, противоположную смещению. Если тело, подвешенное на пружине,  выведено из состояния равновесия и предоставлено самому себе, то оно совершает так называемые свободные колебания. Частота свободных колебаний называется собственной частотой, а период - собственным периодом. Собственным параметрам - частоте и периоду мы присвоим индекс 0, обозначив их, соответственно: (0  и Т0 , поскольку, как мы увидим далее, эти значения отличаются от частоты и периода колебаний с учетом затухания. Из  (1.11) видно, что собственная частота равна
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        Собственный период равен
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     Рассмотренный выше пружинный маятник является лишь одной из простейших колебательных систем. Другим примером может служить математический маятник. Он представляет собой материальную точку, подвешенную на невесомой и нерастяжимой нити. Это, конечно, абстракция, поскольку реальные тела имеют размеры и не являются материальными точками, а любая нить имеет массу и конечную жесткость. Однако достаточно хорошим приближением к такой идеальной системе может быть тело небольших размеров, подвешенное на достаточно длинной и жесткой нити (рис. 1-4).

  Если такой маятник вывести из положения равновесия, то под действием силы тяжести  f=mg , образующей вместе с нитью длиной l вращающий момент  M=mglsin(, маятник стремится вернуться в исходное положение, т.е. уменьшить угол ( до нуля.                                Рис. 1-4

Таким  образом, движение маятника можно  рассмат-

ривать как вращательное вокруг точки подвеса  0 .    

   Поэтому дифференциальное уравнение движения маятника можно составить, воспользовавшись основным уравнением динамики вращательного   движения: 
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где (  представляет собой вращательное ускорение,  M  - вращающий момент, а  J - момент инерции материальной точки m относительно оси вращения  0 . Эти величины имеют cледующие значения:
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                                                    M=-mglsin( ,                                         (1 .18)

                                                         J=ml2.                                                   (1.19)

     Подставляя их в (1.16), получаем
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или, собирая в левой части уравнения все его члены
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где обозначено:
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     Уравнение (1.21) - нелинейное, поскольку в свободном члене присутствует sin(. Однако, его можно “линеаризировать”, т.е. сделать линейным, положив  
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   Если угол  (  достаточно мал, то  можно пренебречь всеми членами разложения, кроме первого. Тогда получим 
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     Полученное уравнение аналогично уравнению  (1.10) и решением его также будет гармоническая функция:
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где ( - максимальный  (амплитудный)  угол отклонения маятника, а  
[image: image29.wmf]w
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  - угловая частота свободных колебаний, т.е. собственная частота маятника.  Из  (1.22 ) следует, что она равна
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      Период  свободных колебаний равен:
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     В общем случае, если угол  ( не очень мал и  уравнение движения линеаризировать не удается,  выражение для периода будет иметь следующий вид:
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     Если тело, подвешенное в некоторой точке опоры, не является математической точкой, то и маятник нельзя  считать  математическим. В этом случае приходится рассматривать так называемый  физический маятник, который представляет собой твердое тело, способное совершать колебания вокруг неподвижной точки, не совпадающей с его центром инерции  (рис. 1-5 ).

   На тело действует сила тяжести  f=mg , приложенная в центре инерции.

Вращающий момент равен:
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                        M=-mglsin(           (1.29)                         
   Дифференциальное уравнение колебательного движения  будет выглядеть следующим образом:                                                                         
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   Момент инерции  обозначен в общем виде символом J. Преобразуя это уравнение так                      
же, как это было сделано ранее, получим:                           Рис. 1-5
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где:
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  Линеаризируя это уравнение подобно (1.21), получим для малых углов (:

                                                     
[image: image36.wmf]0

2

0

2

2

=

a

w

+

a

dt

d

,                                      (1.33)

полностью аналогичное (1.24). Решением будет также гармоническая функция
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с периодом:
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      Выражению для периода можно придать вид, аналогичный выражению для периода эквивалентного ему математического маятника. Для этого введем понятие приведенной длины физического маятника, т.е. длины такого математического маятника, который колеблется с тем же периодом, что и данный физический маятник:
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     Сравнивая  (1.35) и (1.36), находим выражение для приведенной длины:
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       1.3 Энергия гармонических колебаний
     Как и всякое движущееся тело, маятник, совершающий колебательное движение, обладает энергией.

      Полная энергия тела, совершающего свободные колебания, складывается из его кинетической и потенциальной энергий:
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     Таким образом, значение энергии прямо пропорционально квадрату амплитуды колебаний. В процессе колебаний энергия периодически переходит из потенциальной в кинетическую и обратно, но полная энергия остается все время постоянной.

     Конкретные выражения для потенциальной, кинетической и полной энергий всех трех типов маятников, рассмотренных выше, можно получить, подставляя в формулы  (1.38), (1.39) и (1.40) соответствующие выражения для 
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     Для пружинного маятника:
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     Для математического маятника: 
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     Для физического маятника:
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     1.4 Затухающие и вынужденные колебания
     До настоящего момента мы рассматривали свободные колебания маятников при полном отсутствии какого-либо сопротивления со стороны окружающей среды. В этом случае колебания будут продолжаться неограниченно, т.е. бесконечно долго и называются, поэтому, незатухающими свободными колебаниями. Однако реальные физические системы всегда испытывают некоторое сопротивление, тормозящее их движение. В присутствии сил сопротивления, колебания системы затухают, и такая система совершает затухающие колебания. Опыт показывает, что сила сопротивления движению тела, действующая co стороны cреды, в первом приближении прямо пропорциональна скорости этого тела:
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где r-коэффициент сопротивления. 

    С учетом этого дифференциальное уравнение, например пружинного маятника  (1.8), следует записать следующим образом:
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     Это означает, что сила сопротивления среды добавляется к силе упругого сопротивления пружины. Разделив обе части уравнения на m и обозначив
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где   (  - коэффициент затухания (не путать с коэффициентом сопротивления среды  r), получим
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   Решение этого уравнения имеет вид
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где частота колебаний
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     Таким образом, амплитуда затухающих колебаний уменьшается по экспоненциальному закону  (рис. 1-6), а ( характеризует относительное уменьшение амплитуды за единицу времени. 

     Частота затухающих колебаний ( оказывается  меньше, а период
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больше, чем в случае незатухающих колебаний. Если  ( = 0 , то система вообще не способна колебаться и называется апериодической  (т.е. не имеющей периода, поскольку при этом (=0). Если маятник вывести из положения равновесия, то он плавно вернется в исходное состояние. 
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                                                       Рис. 1-6

     Для характеристики системы водят так называемый логарифмический декремент колебаний, представляющий собой натуральный логарифм отношения двух последовательных амплитуд
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     Для того, чтобы колебательный процесс в системе мог происходить неограниченно долго, необходимо компенсировать потери энергии на трение.  Этого можно достичь путем воздействия на систему переменной вынуждающей внешней силы также гармонического характера: Fвын=F0cos(t. Эту силу следует добавить ко всем остальным силам в правой части уравнения (1.51).  

     В результате получаем следующее дифференциальное уравнение
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     Разделим все члены уравнения на m и введем обозначения
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     Это неоднородное линейное дифференциальное уравнение второго порядка.

     Из теории дифференциальных уравнений известно, что решение неоднородного уравнения представляет собой сумму общего решения однородного уравнения и частного решения неоднородного уравнения. Общее решение однородного уравнения мы уже получили - это решение уравнения (1.53), которое имеет вид  (1.54) и представляет собой гармоническую функцию затухающих колебаний, которые наблюдаются лишь в начальный промежуток времени. Когда они затухнут, система будет совершать только установившиеся вынужденные колебания, которые будут описываться следующим образом:

                                                   x=Acos((t-().                                     (1.60)

     Выполнив соответствующие преобразования, получим выражения для фазы и амплитуды установившихся колебаний
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     Из выражения (1.61) видно, что амплитуда вынужденных колебаний пропорциональна амплитуде вынуждающей силы и зависит от частоты ( этой силы и  собственной частоты свободных колебаний (0 .

     На рис.1-7 приведены зависимости амплитуды вынужденных колебаний А в зависимости от относительного значения угловой частоты 
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 при различных значениях коэффициента затухания ( .      

     Число 1 по вертикальной оси соответствует статическому смещению, т.е. смещению под действием постоянной силы.  
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                                                       Рис. 1-7

   Анализ  вынужденных колебаний показывает, что:

   1. Вынужденные колебания происходят с частотой (  вынуждающей силы.

   2.  Амплитуда А вынужденных колебаний зависит от соотношения  (  и   (0 .  Анализ выражений  (1.61)  показывает, что  А  достигает максимального значения на частоте 
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     Явление резкого возрастания амплитуды вынужденных колебаний, когда частота вынуждающей силы совпадает с (рез, называется резонансом, а соответствующая частота  (рез - резонансной частотой. При малых значениях коэффициента затухания ( можно считать, что  
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 , т.е. на резонансе система как бы совершает свободные колебания, а работа вынуждающей силы затрачивается на преодоление сил сопротивления. 

     Как видно из рис.1-7, амплитуда колебаний на резонансе возрастает при уменьшении коэффициента затухания  (. Если (=0, то на резонансе (=(0, знаменатель в  (1.61) обращается в 0 и амплитуда А стремится к бесконечности  (рис.1-8).
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                                                      Рис. 1-8

     При (=0 амплитуда смещения представляет собой статическое смещение под действием постоянной силы. На частотах, значительно превышающих резонансную частоту (( >> (0) вынуждающая сила изменяется столь быстро, что система не успевает заметно сместиться из положения равновесия и амплитуда А стремится к нулю.
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                                                          Рис. 1-9
     Фаза установившихся колебаний также зависит от частоты. Эта зависимость выражается соотношением  (1.61). Графики этих зависимостей представлены на рис.1-9. Кривые на этом рисунке соответствуют тем же значениям коэффициента затухания, что и на рис.1-7.

   Видно, что на малых частотах, т.е. при   
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 << 1  фаза мала, т.е. смещение происходит в фазе с вынуждающей силой. На резонансе, т.е. при (=(0  фаза  равна  
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     Наконец, на высоких частотах (при 
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     Качество колебательной системы характеризуется добротностью Q, которая показывает, во сколько раз амплитуда на частоте резонанса превышает статическое смещение
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     Добротность можно оценить графически по резонансной кривой системы. Например, кривые рис.1-7 являются частотными характеристиками систем с добротностями, равными:

                                        Q= 5    (
                                        Q=2.5  (
                                        Q=1.8  (.
     Четвертая кривая соответствует апериодической системе. Такая система характеризуется отсутствием резонанса. 

     Явление резонанса играет большую роль во многих физических процессах и в технике. 

     Например, струны музыкальных инструментов (скрипки, гитары, фортепиано)  колеблются на резонансе. На частотах, отличных от резонансной частоты, они колебаться не могут. Наоборот, дека музыкального инструмента изготавливается таким образом, чтобы она не имела резонансов. 

     В некоторых случаях с явлением резонанса стараются бороться. Например, подвеску автомобиля можно рассматривать как пружинный маятник. Если она будет колебаться на резонансе, то вследствие недопустимого увеличения амплитуды пружины подвески могут поломаться. Поэтому в подвеске предусмотрен демпфирующий элемент - амортизаторы, уменьшающие добротность системы. Подвеска автомобиля должна быть, вообще говоря, апериодической системой.

      1.5 Сложение колебаний
     Часто возникает необходимость складывать два или больше гармонических колебаний. Это объясняется тем, что реальные колебательные системы могут участвовать в нескольких колебательных движениях. Начнем с простейшего случая: рассмотрим сложение колебаний одной частоты, происходящих в одном направлении. Имеем:
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     Операцию сложения удобно выполнять, пользуясь векторной диаграммой.  Ранее мы видели, что гармоническую колебательную функцию можно представить в виде проекции вращающегося вектора на ось x  (рис.1-1).  Две гармонические функции  (1.64) можно  представить в виде проекций двух векторов  A1 и A2, вращающихся против часовой стрелки с одинаковой угловой скоростью (. Проекции этих векторов на ось x  представляют собой гармонические функции (1.64). Можно складывать эти функции, пользуясь известными тригонометрическими формулами сложения, однако можно поступить иначе.
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                                                   Рис. 1-10

     Из рис.1-10 видно, что сумма двух векторов A1 и A2 есть вектор A. Проекция этого вектора на ось x  равна
                              x=x1 +x2 = A1cos((t+(1) + A2cos((t+(2).                 (1.65)

     Начальные фазы (1  и  (2 представляют собой углы наклона векторов к оси  x  в начальный момент времени.  Проекция суммарного вектора  A  на ось  x  тоже есть гармоническая функция:

                                                      x=Acos((t+()

     Ее амплитуда A и фаза ( связаны с амплитудами и фазами слагаемых функций следующими соотношениями:
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     Так можно складывать любое число гармонических функций.

     Следующий весьма интересный и практически важный случай - сложение двух одинаково направленных колебаний, обладающих одинаковыми амплитудами и различными, но близкими друг к другу частотами. Пусть:
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где  (( << (. Пользуясь известной тригонометрической формулой сложения двух косинусов
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получаем:
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     Пренебрегая в первом сомножителе этого выражения величиной  ((  по сравнению с ((, получаем
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     Выражение в скобках представляет собой амплитуду, медленно меняющуюся по сравнению с основной частотой (. Говорят, что несущая  частота (   модулируется  низкой частотой 
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. Такого рода колебания называются биениями. Рассмотрим биения при различных значениях ((. На рис.1-11, 1-12 представлены несколько осциллограмм (т.е. записей колебательных процессов)  биений.
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     Обратите внимание: фаза несущей частоты скачком меняется на ( радиан при переходе огибающей частоты через 0. Несущая частота: (. Частота биений: (( =0.08.

     При переходе несущей через 0 фаза биений не изменяется. Несущая частота: (. Частота биений: (( = 0.10(.
                                                     Рис. 1-11
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     Рис. 1-12. В этих точках фаза биений скачком меняется при переходе несущей частоты через 0. Несущая частота: (. Частота биений: (( = 0.12(. А в этой точке она не меняется.

     На всех трех осциллограммах представлены колебания одинаковой частоты (. Частоты биений равны соответственно: (( = 0,08(((0,10( и  0,12(. Диапазон изменений фазы несущей частоты: от 0 до 50( радиан. Это означает, что на осциллограммах записано 25 периодов несущей частоты. На оси абсцисс нанесена шкала в радианной мере: 50(=157 радиан. 

     Еще один важный практически случай - сложение взаимно-перпендикулярных колебаний. Иногда материальная точка участвует одновременно в двух колебательных процессах на плоскости: вдоль оси x и вдоль оси y. Естественно, что при этом точка будет описывать какую-то кривую на плоскости  xy. Какую именно? 

     Пусть, например, уравнения колебаний будут следующими:
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     Из первого уравнения получим
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а из второго
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     Возведем оба выражения в квадрат и сложим. Получим, учитывая, что    
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     Возводим обе части в квадрат и после преобразований получаем
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     Это - уравнение эллипса. Однако, вид и ориентация эллипса по осям зависит значения угла  (. 

     Рассмотрим несколько частных случаев:

       1. (=0. Тогда из (1.55)  имеем: 
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      Мы получили уравнение  прямой (рис.1-13). 
[image: image105.png]



                                                      Рис .1-13
     Эллипс превращается в прямую, если его эксцентриситет становится равным 1.  При расчете графика, изображенного на этом и следующих рисунках принято: А=2; B=1.
   2. 
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Это - тоже уравнение прямой, но в других квадрантах (рис. 1-14).
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                                                       Рис. 1-14
     В обоих рассмотренных случаях материальная точка колеблется вдоль прямой.

   3. 
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 . Уравнение  (1.75) приобретает канонический вид
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     Это означает, что эллипс ориентирован своими полуосями по осям координат. Траектория движения точки по плоскости xy изображена на рис. 1-15. Знак (+) или (-) угла ( имеет существенное значение, хотя и не влияет на форму кривой: при  ( = +1  точка движется вдоль эллипса по часовой стрелке, а при  ( = -1  - против часовой стрелки. При A=B  эллипс превращается в окружность.
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                                                         Рис.1-15
     Переход от эллипса к прямой  можно проcледить, задавая углу (  промежуточные значения.    
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                                                        Рис. 1-16   
     Например, на приведенных рисунках  1-16 и 1-17 изображены эллипсы при 
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 (рис.1-16) и при 
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 (рис. 1-17). 
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                                                            Рис. 1-17

     Мы не рассматриваем более сложный случай сложения взаимно-перпендикулярных колебаний с произвольными частотами, но один частный случай представляет интерес. Это случай кратных частот, т.е. когда, например, (1.71) приобретают вид:   
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 где N -целое число.  Ниже приведены кривые для N=2  (рис.1-18), N=3  (рис.1-19) и N=4 (рис.1-20).
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                                                            Рис.1-18
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                                                         Рис.1-19
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                                                         Рис. 1-20
      Эти кривые называются кривыми Лиссажу и имеют большое значение в технике.

     1.6. Волны в упругих средах
    До настоящего времени мы имели дело с колебаниями  отдельной материальной точки вокруг некоторой фиксированной точки пространства. Поэтому в уравнениях, рассмотренных выше, отсутствовала координата этой точки, вернее, координата нейтрального положения этой точки. В уравнениях присутствовало лишь смещение материальной точки от положения равновесия. 

     Теперь мы рассмотрим волны в упругих средах. Специально вводить определение волны мы не будем, поскольку это понятие интуитивно знакомо всем. Волны бегут по поверхности воды, расходясь от точки возбуждения - места падения брошенного камня. Звук, который мы слышим, также является волной, распространяющейся в воздухе. Волны распространяются  в воде, в твердых телах. Землетрясения являются следствием действия волн, распространяющихся внутри или по поверхности земного шара - сейсмических волн. Радиоволны, свет, рентгеновское излучение-все это тоже волны, правда, не упругие - с ними мы познакомимся далее. В общем, весь мир пронизан волнами, мы имеем дело с ними постоянно, и поэтому чрезвычайно важно представлять себе, что это такое. 

     Рассмотрим сначала упругие волны, т.е. волны в упругой среде. Отдельные микроскопические частицы этой среды колеблются как материальные точки вокруг положения равновесия, однако вследствие того, что эти частицы связаны с соседними частицами, они передают им колебательную энергию. Те начинают тоже колебаться, передают энергию дальше и т.д. . Таким образом, колебательное движение распространяется в виде упругой волны. При этом различают упругие продольные и упругие поперечные волны. В продольной волне направление колебания частиц совпадает с направлением распространения волны. В поперечной волне частицы в процессе колебания смещаются перпендикулярно направлению распространения волны.

     Поперечные волны обусловлены деформациями сдвига, поэтому в твердых упругих средах возможно распространение поперечных волн наряду с продольными. В воздухе или в воде сдвиговые деформации отсутствуют, поэтому могут распространяться только продольные волны.

     Еще раз повторим, что частицы среды, в которой распространяется волна, не переносятся этой волной, а лишь совершают колебания около своих положений равновесия. Расстояние между ближайшими частицами, колеблющимися с одинаковой фазой, называется длиной волны  (. Длина волны равна расстоянию, на которое волна распространяется за один период:
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    Период колебаний, как было показано выше, есть время одного полного колебания. Если за единицу времени совершается  f  полных колебаний,  то
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     Величина f называется циклической частотой колебаний.  За время одного колебания фаза меняется на 
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 - полное изменение фазы за один период.  Эта величина называется  угловой  или   круговой частотой.  Это название становится ясным, если вспомнить определение гармонического колебания (1.1) и векторную (круговую) диаграмму рис.1. Круговая  частотa и период связаны между собой так:     
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     Скорость распространения волны связана с длиной волны и с частотой следующим образом:
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     Рассмотрим некоторую упругую среду. Пусть левая крайняя точка (рис. 1-14) приводится в колебание. Колебательное движение начинает распространяться слева направо со скоростью v. S - смещение точки от положения  равновесия, A0-начальная амплитуда.

     Зависимость смещения от времени выражается гармонической колебательной функцией
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     Точка, расположенная на расстоянии  x  от точки l, придет в колебательное движение в запаздывающий момент времени, т.е. позже ее
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где  ( - время запаздывания, т.е. время за которое волна распространится от точки l  на расстояние x до точки наблюдения.  В этой точке фаза будет запаздывать  на время ( от соответствующей фазы в точке l .   

     Если теперь функцию колебаний в точке l записать следующим образом
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то с учетом времени запаздывания функция колебаний в точке наблюдения  запишется так:
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                                                        Рис. 1-21
или:
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     Отметим, что   
[image: image134.wmf]wt

  выражает запаздывающую фазу.

     Итак, формула  (1.88) определяет смещение S для произвольной колеблющейся точки, расположенной на расстоянии x от источника колебаний,  и лежащей на прямой, совпадающей с направлением распространения колебаний. Эту формулу можно рассматривать как уравнение волны, распространяющейся вдоль оси  x.
     Сравнивая выражения (1.87) и (1.88), можно заметить, что уравнение волны отличается от уравнения колебания тем, что содержит запаздывающую фазу, которая зависит не только от времени, но и от координаты.

     В действительности колеблются не только частицы, расположенные на оси, а совокупность частиц, заключенных в некотором объеме. Таким образом, распространяясь от источника, волновой процесс охватывает все новые части пространства. Геометрическое место точек, до которых доходят колебания к моменту времени  t, называется   фронтом волны.

     Фронт волны представляет собой поверхность, которая отделяет часть пространства, уже вовлеченного в волновой процесс, от области, в которой колебания еще не возникли. Геометрическое место точек, колеблющихся с одинаковой фазой, называется волновой поверхностью. Не следует путать эти два понятия. Волновую поверхность можно провести через любую точку пространства, охваченную волновым процессом, следовательно, существует бесконечное множество волновых поверхностей и все они неподвижны. Фронт же волны все время перемещается, он разделяет еще не возмущенную часть пространства и уже возмущенную. Поэтому фронт волны всегда один. Нормаль, проведенная к фронту, называется лучом и соответствует направлению распространения волны.

     Если в уравнении  (1.88)  зафиксировать значение фазы для данного времени t, т.е. записать
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то скорость перемещения фиксированного значения фазы можно определить путем дифференцирования этого выражения:
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т.е. 
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     Следовательно,  скорость v, входящая в уравнение волны и определяющая скорость ее распространения, является фазовой скоростью волны. 

     Уравнению волны можно придать симметричный вид относительно v   и  t.  Для этого введем волновое число:
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    Подставим сюда выражения для длины волны и циклической частоты. Тогда получим
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     Таким образом, волновое число представляет собой число длин волн, укладывающихся на интервале 2(  единиц длины, а по размерности соответствует единице, деленной на длину.

     Если воспользоваться выражением для длины волны, то уравнение волны, распространяющейся вдоль оси  x , можно записать в виде
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     Кроме того, мы введем понятие о волновом векторе, который по направлению совпадает с направлением распространения волны, а по величине равен волновому числу:

                                                     k=
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где n  - единичный вектор нормали к волновой поверхности.

     Если волна распространяется в произвольном направлении r, то формула  (1.93) примет вид:
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     Типы волн различают в зависимости от формы их волновой поверхности или фронта волны. Чаще всего встречаются три типа волн: сферические, цилиндрические и плоские.

     Сферическая волна
     Такая волна создается пульсирующей сферой или точечным источником в однородной среде. Представим себе резиновый шарик, в котором давление периодически меняется по гармоническому закону. Шарик будет излучать в окружающее пространство сферические звуковые волны. Существуют громкоговорители такого типа.  Волновая  поверхность такого типа волны - сфера. Уравнение сферической волны имеет вид:

                                              
[image: image143.wmf])

cos(

0

j

+

-

=

v

R

t

R

A

S

,                                    (1.96)

где  
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  - радиус-вектор точки наблюдения в пространстве, т.е. той точки пространства, где наблюдается волна. Условие постоянства фаз выполняется при  
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. Это и будет сферическая поверхность радиуса R. По мере распространения волны ее фронт расширяется и уменьшается ее интенсивность, т.е. энергия, приходящаяся на единицу площади фронта волны. Поэтому уменьшается и амплитуда волны по закону 1/R .

     Цилиндрическая волна
     Цилиндрическая волна создается источником колебаний в виде бесконечно длинного пульсирующего цилиндра. Такого типа громкоговорители также существуют.  Поверхность такой волны имеет форму бесконечно длинного цилиндра. Уравнение волны в данном случае имеет вид:
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где    
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  - радиус-вектор  в плоскости  xoy ; фаза остается постоянной при постоянном  r : r=const. В цилиндрической волне также происходит расширение фронта, вследствие чего амплитуда убывает по закону 
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     Плоская волна
     Плоская волна имеет фронт волны в виде бесконечной плоскости. Это следует из того, что условие постоянства фазы  в уравнении  (1.75) 
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сводится к  условию:   kr=const.  Это и есть уравнение плоскости, перпендикулярной вектору  k (рис. 1-15).
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Рис. 1-15
     Дифференциальное уравнение плоской волны
     Рассмотрим плоскую волну, распространяющуюся в направлении оси  x. Волновая поверхность будет представлять собой бесконечную плоскость, перпендикулярную к этой оси.  Выделим на этой плоскости участок площадью S. Мысленно окрасим в красный цвет все молекулы, находящиеся на расстоянии x1 от начальной плоскости, и в голубой  -  все  молекулы на расстоянии x2  от нее.     

      По мере распространения волны окрашенные плоскости будут смещаться от их положения равновесия.  В некоторый момент красная плоскость займет положение 
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, и т.д. Каждая молекула газа, находившаяся первоначально на расстоянии x  от начала, переместится на расстояние  (  в направлении оси  x  . Это смещение будет зависеть от времени  t, а также от положения молекулы, которую мы наблюдаем: таким образом,  (  зависит от x  и  от  t .  Конечно, это лишь грубый набросок того, что происходит в действительности. На самом деле молекула совершает резкие скачки взад и вперед, участвуя в тепловом движении, даже когда нет звуковой волны. 

     Величина  ( (x, t) , в сущности, измеряет лишь происходящее в результате действия звуковой волны среднее смещение молекул, среднее положение которых было сначала x .  

   Попробуем теперь найти уравнение, дающее зависимость  (  от x   и от t. Это уравнение может быть получено комбинацией трех уравнений, одним из которых является второй закон Ньютона, а другие два выражают весьма простые свойства газа. Одно из них - закон сохранения материи: количество газа между красной и голубой плоскостями будет оставаться неизменным. Другое свойство связывает изменение плотности идеального газа с изменением давления в случае, когда газ так быстро сжимается, что не может отдать образующегося при этом тепла окружающему газу.

    Обозначим через (  и через  P0 соответственно плотность и давление газа в состоянии равновесия. Действительную плотность в точке x  в момент времени t обозначим через ((x,t) и относительное изменение плотности обозначим через  ((x,t). Таким образом
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     Разность между действительным давлением и равновесным давлением обозначим через  p(x,t) . Именно этот избыток давления p производит движение микрофонной диафрагмы или нашей барабанной перепонки, воспринимающей звук. Эту величину мы назовем  звуковым давлением.

   Итак, рассмотрим две  плоскости, отстоящие друг от друга на расстояние   dx. Объем газа, заключенный между участками этих плоскостей  S,  равен  Sdx. Согласно  выше сказанному,  масса газа между нашими плоскостями, когда они смещаются под действием звуковой волны, должна быть по-прежнему равна (Sdx . Но при смещении плоскостей объем между ними изменяется, ибо смещение одной  плоскости равно  ( (x) , а другой  -   
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     Плотность элемента газа между плоскостями  изменяется так, что общая масса  (Sdx  остается неизменной
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     Принимая во внимание (1.99), получим:
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     Когда изменение плотности и смещение малы (а они малы при всех звуках, кроме самых громких, но этот случай более сложный и мы его не рассматриваем), мы можем пренебречь произведением двух малых величин ( и 
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Сокращая на   (Sdx , получим 
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     Это уравнение называется уравнением неразрывности. Оно устанавливает, что когда две плоскости в результате смещения раздвигаются, то плотность газа в данной точке уменьшается. 

     Второе свойство газа, которое нам понадобится, связано с термодинамическими свойствами. В процессе распространения звуковой волны сжатия и расширения газа протекают очень быстро, настолько быстро, что тепловая энергия сжатого элемента не успевает перейти к разреженному элементу, поскольку процесс теплопередачи -  очень медленный. Из термодинамики известно (см. соответствующий раздел настоящего курса), что процесс, протекающий без теплообмена, называется адиабатическим. Уравнение такого процесса имеет вид:
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или:

                                                        
[image: image164.wmf]P

dP

V

dV

-

=

g

,                                      (1.106)

где V  - объем, P - давление, Cp  - молярная теплоемкость газа при постоянном давлении,  CV - молярная теплоемкость  при постоянном объеме, 
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 - адиабатическая постоянная.

     Этим уравнением мы и воспользуемся, чтобы найти упругость газа. Элементарный объем газа равен V=Sdx, а изменение его будет  
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     Сила, действующая на элемент газа, обусловлена воздействием давления слоев газа, находящихся слева. Эта сила равна   
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     Разность этих сил  - 
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  является полной силой, действующей на элемент газа, лежащий между плоскостями, и должна быть поэтому равна массе газа (Sdx, умноженной на его ускорение
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     Получаем:
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      Комбинируя  уравнения (1.84), (1.88) и  (1.89), мы получаем уравнения для  ( , p  и  (   в плоской звуковой волне
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     Мы видим, что для смещения, плотности и давления получаются одинаковые уравнения распространения волн; все эти процессы распространяются с одинаковой  фазовой скоростью:
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     Эти уравнения называются волновыми уравнениями плоской волны, распространяющейся вдоль оси x. Можно записать эти уравнения в общем виде, введя обобщающую волновую функцию ( = ( (x, y, z, t), характеризующую любой волновой процесс:
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     Решением этого обобщенного волнового уравнения будет волновая функция:
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где под   (  можно понимать любой из параметров  ( , p  или  ( .

     Плоские волны могут распространяться вдоль любой оси и вообще в любом направлении, которое характеризуется волновым вектором k. Тогда  (1.114) приобретает вид:
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     Все три волны не независимы, т.к. они связаны между собой приведенными выше уравнениями. Например, если волна смещения известна, то можно определить волны давления и плотности:
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     В тех точках, где смещение максимально, давление меняется наиболее быстро, а где смещение равно нулю, там давление наибольшее.

     Мы рассмотрели распространение продольной упругой волны в газе. Эта волна является звуковой волной и распространяется со скоростью  v=344 м/с при нормальных условиях. Этот результат можно получить из (1.93),подставив туда  (=1.22 кг/м3, P0=1.013 Па  и  (=1.4.  Такие же уравнения описывают распространение звуковой волны в воде, но вода имеет большую плотность, а скорость звука в воде больше и равна  1500 м/с.

     В твердых телах распространение волн описывается подобными уравнениями, но в них кроме продольных распространяются еще и поперечные волны.

     Наука, занимающаяся изучением распространения упругих волн в различных средах, называется  акустикой и имеет большое прикладное значение.
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