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Введение
------------------------------------------------------------------------------------------------???
Глава 1. Исчисление разностей

1.1. Разностный оператор

Основным оператором в исчислении конечных результатов является разностный оператор 
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, определенный равенством 
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Оператор 
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 можно представить как существующий отдельно и действующий на функцию так же, как мы рассматриваем производную 
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, действующий на 
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, действующий на функцию 
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Разностный оператор линеен, как дифференциальный и интегральный, то есть, если 
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 и 
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 постоянны, то 
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Пример. Рассмотрим функцию 
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Используя формулу (1.1.2), получим
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Разностный оператор, действуя на произведение дает
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или
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Если исключить, что аргумент одной из функций есть 
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, формула (1.2.4) соответствует формуле дифференциального исчисления
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Аналогично для отношения функций
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Формула (1.1.5) соответствует формуле дифференциального исчисления:
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В исчислении разностей используется краткая таблица формул:
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Роль, которую играет число 
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 в дифференциальном исчислении, в исчислении конечных разностей в некотором отношении играет число 2, если 
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Упражнение. Проверить равенства с (1.1.6) по (1.1.11).

1.2. Повторные разности

Так как 
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 – есть функция от 
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, то, применив к ней снова оператор 
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, можно получить 
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Это обозначение соответствует обозначению для второй производной в дифференциальном исчислении
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Вообще
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В примере 
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 мы имели уравнение (1.1.3)
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Продолжая тем же способом, получаем
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Эта формула является следствием основной теоремы исчисления разностей.
Предварительно рассмотрим лемму.

Лемма. Если 
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 ровно на единицу меньше, чем степень 
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Доказательство леммы. Для функции 
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, используя разложением по биному, находим
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Таким образом, при применении оператора 
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 член 
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 становится многочленом степени 
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 со старшим коэффициентом, равным 
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. Используя свойство линейности (1.1.2), находим, что оператор 
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 уменьшает степень каждого члена в многочлене на единицу. Член 
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 не может уничтожиться, следовательно, лемма доказана.
Основная теорема исчисления разностей. Для многочлена степени 
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-я разность постоянна и равна 
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Доказательство теоремы. Применив к многочлену 
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-й степени доказанную лемму 
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 раз, убедимся, что его 
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-я разность постоянна и коэффициент при 
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. Следующие разности обращаются в нуль. Теорема доказана.
Упражнение. Полагая 
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1.3. Таблицы разностей

При использовании высоких разностей полезно располагать их в виде таблиц (табл. 1.3.1, где 
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Таблица 1.3.1

Таблица разностей
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Пример. Рассмотрим значения интегрального синуса (табл. 1.3.2). По общепринятым обозначениям разности пишутся так, как если бы запятая в десятичном числе следовала за последними разрядами, отведенными для значения функции. 


Заметим, что в таблице 1.3.2 сумма чисел в любом столбце разностей, прибавленная к верхнему числу соседнего столбца слева, равна нижнему числу в том же столбце слева.


Из основной теоремы исчисления разностей следует, что если 
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-я разность будет константой. Для табуляции  многочлена 
[image: image103.wmf]n

 в нескольких равноотстоящих точках можно вычислить верхние числа в каждом столбце и построить всю остальную таблицу, пользуясь только сложением.


Таблица 1.3.2

Таблица разностей для
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Пример. Возьмем квадратный трехчлен
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Вычислим его значения в точках от 
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Мы имеем 
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Построим эту таблицу (табл.1.3.3), исходные числа в ней выделены жирным шрифтом.  
Таблица 1.3.3
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Здесь для вычисления очередного значения квадратного трехчлена потребовалось два сложения. Вообще чтобы вычислить очередное значение многочлена 
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-й степени, необходимо 
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 сложений.

Обратим внимание на распространению ошибки в случае использования приближенного значения разности в вычислениях.[Хемминг].

Числа в 
[image: image127.wmf]k

-м столбце разностей равны 
[image: image128.wmf](

)

k

r

r

C

1

-

. Для доказательства этого, введем оператор сдвига 
[image: image129.wmf]E

, который определяется правилом (принимаем 
[image: image130.wmf]1

=

h

).

	
[image: image131.wmf](

)

(

)

1

+

=

E

ú

û

ù

ê

ë

é

x

f

x

f

                                        (1.3.1)


Оператор линеен, так как
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Повторное его применение дает
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Исходя из этого, определим для 
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а для отрицательного показателя
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Ранее отмечалось, что иногда удобно представлять оператор отдельно от функции, на которую он действует. Если в тождестве отбросим настоящую функцию, то получим операторное равенство, например
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где 
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 – тождественный оператор 
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Правильность этого операторного равенства следует из того, что
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Таким же образом следует, что 
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Для любой функции 
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которую называют «разностной формулой Лагранжа». Из уравнения (1.3.4) можно найти отдельные разности, не вычисляя всей таблицы разностей.

Применим теперь это разложение к функции 
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 целочисленного аргумента 
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, определенной двумя левыми столбцами таблицы 1.3.4:
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Все члены суммы в правой части формулы (1.3.4) обратятся в нуль, кроме одного, который и даст соответствующий биноминальный коэффициент.

Формулу (1.3.4) можно использовать в обратную сторону, когда известно значение разности, а одного значения функции нет. [Хемминг].
Упражнение 1. Вычислить 
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Упражнение 2. Предположим, что значение при 
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 отсутствует в табл. 1.3.2, считая, что четвертые разности равны нулю, вычислить 
[image: image153.wmf](

)

6

,

0

Si

.
1.4. Факториалы

В анализе важную роль играет функция 
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например, произвольная функция разложена по степеням 
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. Эта ведущая роль функции 
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Естественная аналогия требует построения в исчислении разностей системы функций 
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Соотношению (1.4.1) удовлетворяют факториальные многочлены
, определенные равенствами
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Действительно, 
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Отметим, что из 
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Разложим функцию 
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Предположим, что разностный оператор линеен для бесконечных сумм и что можно брать разности почленно. Тогда при 
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Применим оператор 
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 к обеим частям равенства
	
[image: image178.wmf](

)

å

=

D

¥

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

1

1

k

k

k

kx

b

x

f

.


Снова полагая 
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и, полагая 
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Следовательно, получаем формальный аналог ряда Тейлора
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где 
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 – биноминальные коэффициенты, которые могут быть записаны как  
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Если ограничиваться многочленами, то ряд Тейлора будет содержать конечное число членов и вопрос о сходимости не возникает. Аналогично разложение (1.4.3) для многочленов степени 
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 будет конечным
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так как по основной теореме 
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 и все разности более высокого порядка обратятся в нуль. Выражение (1.4.4) известно как интерполяционная формула Ньютона. 

Определение факториала можно обобщить так же, как обобщают определение степени в алгебре.


Используя определение (1.4.2) имеем
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Формально полагая 
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, получаем
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или 
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Заменяя 
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которая служит определением факториалов для отрицательных целочисленных показателей.

Отметим также, что если 
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Пример------------?

Упражнение 1. Используя формулу Ньютона, найти многочлен, который принимает следующие значения (все 
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Ответ: 
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Упражнение 2. Показать, что 
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1.5. Числа Стирлинга первого рода

Как функции 
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и вычислим коэффициенты 
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Для 
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Для 
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Далее получим общее рекуррентное соотношение, написав
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Использовав дважды (1.5.1), получаем
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Отсюда видно, что для всех 
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 справедливо 
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Для чисел Стирлинга не существует простой формулы, как для биноминальных коэффициентов. Некоторые из этих чисел приведены в табл.1.5.1.
Таблица 1.5.1
Числа Стирлинга первого рода 
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Пример -------?
Упражнение. Продолжить таблицу 1.5.1 еще на одну строку, для 
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1.6. Числа Стирлинга второго рода

Числа Стирлинга второго рода выражают 
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 через факториальные многочлены
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Вычислим несколько значений.
Для 
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откуда
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Для 
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Откуда
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Далее получим рекуррентное соотношение из равенства 
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Отсюда видно, что 
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. Приравняв коэффициенты при подобных членах в факториалах (так как они линейно независимы), получим рекуррентное соотношение
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Из этого соотношения построим таблицу чисел Стирлинга второго рода (табл. 1.6.1).
Таблица 1.6.1
Числа Стирлинга второго рода
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	1
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	1
	3
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	4
	1
	7
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	1
	15
	25
	10
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Пример --------?
Упражнение. Продолжить таблицу 1.6.1 еще на одну строку, для 
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1.8. Замечания и справки
Выбор определения разностного оператора был произвольным (1.1.1) 
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 Можно было бы выбрать обратные разности
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Тогда, факториальные многочлены, в частности,
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аналогично (1.4.1) дали бы
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Отсюда можно получить обратную формулу Ньютона, соответствующую (1.4.4). Далее по аналогии возникли бы новые числа Стирлинга первого и второго рода 
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. Они связаны со старыми числами Стирлинга равенствами
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Таким образом, теория, аналогичная теории, рассмотренной выше, могла бы основываться на обратных разностях.
Исчисление конечных разностей может быть применено для получения многих интересных результатов, таких как
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где 
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. Справедливость формулы следует из того, что если разложить факториал по степеням 
[image: image263.wmf]x

, а затем, наоборот, степени 
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 по факториалам, то все коэффициенты, кроме коэффициента при начальном факториале, обратятся в нуль. 
Глава 2. Погрешности округления
2.1. Область ответа

 В вычислительной практике широко применяются методы установления наличия ошибок, а также некоторые методы, используемые для оценки величины ошибки. 

Одним из подходов к проблеме округления является определение области ответа. Каждая величина изображается здесь максимальным и минимальным значениями, которые она может принимать. В некотором смысле каждое число заменяется областью определения, в которой лежит точное значение величины. При выполнении действий над величинами новая область вычисляется из данных областей, используя подходящие округления. Поэтому на каждой стадии вычислений существуют надежные границы, в которых лежит верный ответ. Такой подход может быть успешно применен в задачах средней сложности.

Однако нельзя быть уверенным, что верный ответ всегда находится около середины полученной области. Предположим, что последняя выполненная операция есть умножение, и что оба сомножителя имели область от 0 до 1. Если считать, что ответы находятся около середины области, то оба сомножителя должны иметь верные значения около 0,5. Но окончательный результат имел бы тогда ту же самую область, а его верное значение находилось бы около 0,25, что лежит далеко от середины области и противоречит сделанному допущению. Таким образом, не всегда оправдано утверждение, что верное значение должно быть около середины области.
Упражнение. Составить блок-схему вычисления области в случае произведения двух чисел, когда известны области этих чисел.

2.2. Двойная точность

Другим методом оценки является решение задачи с обычной и двойной точностью. Принято считать, что совпадающие в двух ответах разряды верны. Выполнив дважды несколько типичных вычислений, мо можем вести остальной счет с обычной точностью, полагая, что и в них верно то же самое количество разрядов [Хемминг].
Этот метод напоминает «область ответа» тем, что требует такого же увеличения памяти и объема вычислений. При этом он дает более точные ответы.

2.3. Счет со значащими разрядами

В основе счета со значащими разрядами является то, что большие потери точности происходят при вычитании двух близких чисел. При этом образуется несколько нулей в начале числа, которые затем удаляются при нормализации в операциях с плавающей запятой. Число значащих разрядов будет более или менее верно, если заблокировать последний сдвиг, сохранив стоящие впереди нули.

Существует два варианта такого метода. В первом – сохраняются ведущие нули и выдаются числа, которые содержат лишь значащие разряды. Во втором – сдвиг фактически делается, но число нулей сохраняется в виде индекса, аналогично показателю в системе с плавающей запятой.

2.4. Статистический подход

Статистический подход базируется на том, что округление есть случайный процесс. Следовательно, можно попытаться построить модель округления, основываясь на теории вероятностей. Хотя и предполагается, что можно вычислить результат, мы предпочитаем рассматривать его как случайную переменную. Полученное число рассматриваем как верный ответ плюс эффект случайного округления.

Для формального применения статистики необходимо создать множество ответов. Представим, что вычисление может быть сделано с бесконечной точностью. Присоединяем погрешности округления (аналогичные   помехам в теории информации, где они рассматриваются как присоединенные к ожидаемому сигналу) после каждого арифметического шага.

Теперь необходимо найти распределение множества или, по крайней мере, оценить его. Произведем на машине одно вычисление. Если полученный ответ характерен для множества ответов нашей модели, то можно сделать обоснованные выводы для дальнейшего счета. В действительности мы не сможем составить множество и должны его оценить по тем сведениям, которые сможем получить.

2.5. Случайное округление

Одним из методов получения требуемого множества является  построение случайного округления либо воспроизводящей программой, либо действительными изменениями машины,  и повторение вычисления несколько раз. Можно надеяться из распределения полученных ответов получить правильные оценки истинного распределения множества.

Основной недостаток этого метода: даже для оценки среднего значения с достаточной точностью требуется многократно повторить счет, чтобы получить надежную оценку отдельных флуктуаций.

2.6. Переменная точность

Существует предложение повторять решение задачи несколько раз. При этом при каждом проходе держать на один разряд меньше, чем в предыдущем. Исходя из полученных решений, формируется оценка точности наиболее точного решения.

2.7. Оценка шума в таблице

Этот метод применяется в том случае, когда составлена таблица чисел и каждое число имеет ошибку округления, не зависящую от остальных. Эта та ситуация, когда необходимо просчитать несколько вариантов задачи для равноотстоящих узлов независимого переменного. 

Пусть дана таблица ответов вычисления 
[image: image265.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

x

f

 для группы равноотстоящих 
[image: image266.wmf]x

. Что является предполагаемым «шумом округления» в этих ответах?

Отметим, что мы хотим получить результат и, добавив вычислений, оценить шум в ответах, и не пытаемся найти систематические ошибки.

Используя линейное свойство оператора 
[image: image267.wmf]D

, можно представить таблицу разностей затабулированной функции как сумму таблицы разностей истинной функции и таблицы разностей шума. Таблица разностей шумов, в свою очередь, может быть представлена как сумма таблиц разностей элементарных шумов, причем 
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-я таблица соответствует шуму 
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 на 
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-м месте в первом столбце таблицы шума.

Для оценки шума в таблице предположим, что дисперсия 
[image: image271.wmf]2

s

 шума в таблице значений функции известна и мы хотим оценить дисперсию шума в 
[image: image272.wmf]k

-м столбце. Если функция является многочленом, то его разности, начиная с некоторого порядка, должны обратиться в нуль, а то, что осталось бы в таблице разностей, было бы следствием шума. Но, во-первых: функция не обязательно является многочленом; во-вторых, если функция – многочлен, то, не зная его степени, мы не знаем какого порядка разности нужно взять.

На практике разности имеют тенденцию сначала уменьшаться по величине, а затем увеличиваться, одновременно испытывая сильные колебания из-за отрицательной корреляции. В таком случае обычно считают первый столбец разностей, следующий за минимальным, существующим вследствие шума. Среднее значение квадратов разностей в этом столбце принимается за оценку квадратов разностей, усредненных по множеству. Разделив это значение на 
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, получим оценку квадрата уровня шума в исходной таблице.

2.8. Теория младшего значащего разряда

Отказавшись от статистической модели, построим множество, полагая числа арифметических операций варьирующимися. 

При округлении вычисленных чисел совершаемая ошибка (изменение вследствие округления) равномерно распределена между ½ и ½ последнего значащего разряда.

В этой модели допускается непрерывное распределение и игнорируется тот факт, что действительное распределение машинного округления должно быть дискретным (потому что машина, например, оперирует с числами конечной длины).

При сложении нескольких чисел происходит сдвиги при выравнивании порядков и нормализации. Каждый раз, когда происходит сдвиг, имеется тенденция возвратиться к равномерному распределению. Таким образом, при сложении и вычитании на последние значащие разряды действуют как бы две противоположные силы: одна толкает в направлении нормального распределения, другая – к равномерному.

2.9. Теория старшего значащего разряда

Исследуем распространение ошибок округления при операциях умножения и деления. 

Пусть 
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 и 
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 – два числа с ошибками округления 
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 и 
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. При перемножении этих чисел, получаем
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Если шум вследствие округления достаточно высок. Дополнительные ошибки округления, возникающие в процессе умножения, малы по сравнению с шумом округления в произведениях 
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. Таким образом, старшие разряды в 
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 влияют на распространение ошибок округления через умножение, а аналогично через деление.

В арифметике с плавающей запятой распространение ошибок через длинные цепи операций не так строго, как это предсказывает модель равномерного распределения, так как благоприятное распределение старших разрядов влияет на распространение ошибки через операции умножения и деления.

2.10. Анализ распространения ошибки в элементарных случаях

Анализ распространения ошибки в элементарных случаях совсем прост. Элементарная теория основана на применении очевидного приближения
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Глава 3. Исчисление сумм
3.1. Система обозначений


Исчисление сумм связано с исчислением разностей, как интегральное исчисление с дифференциальным.


Общепринятым обозначением для исчисления сумм является
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Методы суммирования будут основываться на использовании прямого разностного оператора
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Просуммировав последнее равенство от 
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Это соответствует равенству в интегральном исчислении
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Основная теорема исчисления сумм состоит в том, что если две функции, определенные на дискретном множестве точек, имеют одни и те же первые разности, то они различаются не более чем постоянным слагаемым. 

Как и в исчислении бесконечно малых таблица неопределенных интегралов основывается на соответствующей таблице производных, так и таблица неопределенных сумм основывается на таблице разностей.

Применив (3.1.1) из 
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Пример. Положим 
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Используя общую формулу (3.1.2) и линейность оператора ∑ можно находить суммы многочленов путем простого превращения степеней 
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 в факториалы или при помощи чисел Стирлинга второго рода.
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3.2. Формулы суммирования

Формула суммирования для 
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Подобным же образом,
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Разностная формула 
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приводит к суммированию геометрической прогрессии
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Формулы для разностей синуса и косинуса 
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приводят к полезным формулам
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Упражнение 1. Вычислить 
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Упражнение 2. Показать, что
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3.3. Суммирование по частям

При интегрировании, кроме таблицы интегралов, применяются два метода:

1) замена переменного,

2) интегрирование по частям.

В  исчислении сумм есть метод, аналогичный интегрированию по частям, который основывается на формуле для производной от произведения
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Из этого равенства формула для интегрирования по частям находится интегрированием
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Аналогично из формулы для разности произведения 
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суммированием получаем
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Можно выбрать 
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 так, чтобы 
[image: image318.wmf](

)

0

0

=

v

 (или любому заданному значению).

Пример. Рассмотрим выражение
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Суммирование по частям напоминает применение интегрирования по частям. Например, суммирование выполняется двукратным применением суммирования по частям и приведением подобных членов
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Упражнение 1. Вычислить 
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Упражнение 2. Показать, что


[image: image323.wmf](

)

[

]

2

sin

8

1

sin

1

sin

2

2

sin

2

sin

2

1

2

1

q

q

q

q

q

+

-

+

-

=

å

-

=

n

n

x

n

n

x

x


Глава 4. Вычисление бесконечных рядов
4.1. Метод Куммера

Для суммирования рядов в конечном виде существует несколько методов. Одним из них является метод Куммера.

Если данный ряд сходится быстро, то выбор способа вычисления его суммы не составляет затруднений. Если ряд сходится медленно, то надо найти ряд с известной суммой, который сходится приблизительно стой же скоростью, что и данный ряд.[Хемминг]. Это означает, что общий член разности этих двух рядов стремится к нулю быстрее, чем общий член исходного ряда. 

Метод Куммера состоит в том, что, найдя подходящий ряд, мы сводим задачу к вычислению суммы ряда, представляющего разность двух рядов. Последний ряд по определению сходится более быстро.

Пусть данный ряд есть
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Предположим, что мы знаем сумму
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Пример. Рассмотрим ряд
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который сходится как 
[image: image330.wmf]3

1

x

. Взяв 

	
[image: image331.wmf](

)

(

)

å

+

-

=

¢

¥

=

2

1

1

1

x

x

x

x

S

. 
[image: image332.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

1

c

  


в качестве ряда для сравнения, при условии, что член с 
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Новый ряд сходится как 
[image: image336.wmf]5
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Упражнение. Использовать 
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4.2. Некоторые специальные суммы

Метод Куммера требует рядов для сравнения и знания их сумм. Одна из полезных последовательностей рядов для сравнения есть последовательность сумм
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являющихся значениями дзета-функции Римана

	
[image: image341.wmf]å

=

¥

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

1

1

n

z

n

z

x

.


Значения для четных чисел 
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 известны в конечном виде
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но для нечетных чисел конечный ряд неизвестен. 

4.3. Метод Эйлера

Другим методом численного суммирования рядов является метод Эйлера.

Рассмотрим конечный ряд
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Применим формулу суммирования по частям
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Положим 
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. Так как мы можем использовать любую аддитивную постоянную, то возьмем
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Тогда 
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но так как
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выражение (4.3.2) принимает вид
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Применим суммирование по частям к третьему члену, заметив, что он имеет тот же вид, что и исходный ряд. В формуле (4.3.3) 
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В результате применения суммирования по частям дважды получим
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После 
[image: image360.wmf]r

 таких преобразований выражение (4.3.1) примет вид
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Так как первоначальный ряд сходится, то для данного 
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Предположим, что члены ряда (4.3.1) изменяются достаточно гладко, так что второе слагаемое справа стремится к нулю при 
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Пример 1. Рассмотрим
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Мы имеем
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и, таким образом, по формуле (4.3.6) получаем ряд
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который сходится быстрее первоначального.

Пример 2. Рассмотрим
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Отсюда видно, что
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Таким образом, преобразование Эйлера дает ряд, который сходится несколько медленнее, чем заданный
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Упражнение 1. Применить метод Эйлера к ряду 
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Упражнение 2. Сложить первые восемь членов ряда для 
[image: image380.wmf]2

ln

 и применить метод Эйлера к оставшимся.

Ответ: 1–1/2+1/3–…–1/8=0,63452381, 
  


      оставшаяся часть равна 1/2∙0,11724074.

4.4. Нелинейное преобразование

Большинство преобразований, применяемых в математике, линейны, но нелинейное преобразование частичных сумм ряда бывает часто полезно
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Если бы 
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 было линейным, то мы бы имели
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Строго говоря, второе условие неверно. И справедливо более слабое равенство
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Это преобразование полезно в случаях, когда сходимость имеет, в каком то смысле, скорость геометрической прогрессии. Для примера рассмотрим ряд Лейбница
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Сходимость его так медленна, что практически незаметна, но одно преобразование дает следующее:
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Такое преобразование полезно не только для обработки медленно сходящихся и расходящихся рядов, но также и для многих итерационных последовательностей, так же как метод Ньютона для нахождения нулей функции.

Упражнение. Применяя преобразование (4.4.1), вычислить 
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4.5. Степенные ряды

Степенные ряды широко применяются в математике, как в линейных, так и нелинейных задачах. Преимущество использования степенных рядов или многочленов в том, что большую часть действий над коэффициентами можно выполнить один раз перед началом вычислений.

Пример. Вычислить
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если значения 
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Если бы 
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Здесь полагаем
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и получаем, что для 
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где 
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Отметим, что если
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то
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Если допустить, что истинная функция 
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 может быть аппроксимирована достаточно точно многочленом десятой степени по данным узловым точкам, то остается только найти 
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В разностях принимается 
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, чтобы затем через числа Стирлинга первого рода (1.5.1) получить коэффициенты 
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 при степенях 
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Абстрактное математическое описание этого примера выглядит так: 11 точек могут рассматриваться как одна точка в 11-мерном пространстве. Первая операция получения факториального многочлена Ньютона преобразовала точку исходного пространства в соответствующую точу 11-мерного пространства коэффициентов. Последующие операции были преобразованиями в пространстве коэффициентов, тогда как окончательное вычисление было преобразованием обратно в исходное пространство. Таким образом, большинство действий производилось в преобразованном пространстве, а не в исходном пространстве данных и ответа. Для метода степенных рядов характерны операции с коэффициентами разложения и возвращение к данному пространству только в конце. Это относится как к асимптотическим рядам, так и к различным методам.
Упражнение 1. Составить блок-схему для программы умножения двух степенных рядов с 
[image: image418.wmf]k

 членами, чтобы получить 
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 членов в результате.

Упражнение 2. То же самое для подстановки одного ряда в другой.

4.6. Разложение по специальным функциям

В анализе часто применяется разложение по специальным функциям, таким как полиномы Лежандра 
[image: image420.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

x

P

n

, полиномы Лагерра 
[image: image421.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

x

L

n

, полиномы Эрмита 
[image: image422.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

x

H

n

, функции Бесселя 
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 и так далее. Известно, что большинство семейств специальных функций удовлетворяет трехчленному рекуррентному соотношению вида
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В случаях, когда специальные функции есть многочлены, то многочлены нулевого и первого порядков особенно легко вычислять для каждого значения 
[image: image425.wmf]x

. Таким образом, работа с разложением вряд по специальным функциям есть работа по вычислению степенного ряда. 


Обратим внимание на накопление ошибки при использовании рекуррентного соотношения для вычисления последовательных функций, но обычно ошибка растет не слишком быстро для умеренных (порядка 15) значений индекса 
[image: image426.wmf]n

.

4.7. Интегралы как приближения сумм

Определенный интеграл находится как предел суммы. Поэтому интегралы используются для приближенного вычисления сумм. Одна из формул такого типа может быть записана так:
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Родственной формулой является формула Эйлера–Маклорена [Хемминг].
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4.8. Дигамма-функция  

Вспомним формулу, которая неприменима при 
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При 
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 этот интеграл определяет новую функцию 
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Аналогично формула суммирования неприменима при 
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и, соответственно, определяет новую функцию, называемую дигамма-функция. Она обозначается 
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где 
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Эта формула применима, когда 
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 – целое число. Другой вид дает возможность распространить определение 
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Это новое определение для целых 
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 совпадает со старым. Для этого достаточно установить, что 
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Аналогично при доказательстве того, что функция удовлетворяет формуле интегрирования, проверяют, что ее производная есть подынтегральная функция. Применим (4.8.2) и найдем
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Между дигамма-функция и натуральным логарифмом существует следующее соотношение:
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Есть другая связь между известными функциями
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Дальнейшим дифференцированием получаем тригамма-функцию, затем тетрагамма-функцию, пентагамма-функцию и т.д. Эти функции протабулированы [Хемминг] и могут применяться для суммирования рядов, общий член которых есть рациональная функция. 

Пример. Имеем ряд
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где 
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Здесь нельзя отделить первую группу членов, так как отдельные ряды расходятся. Однако легко видеть, что 
[image: image461.wmf]å

=

=

k

i

i

A

1

0

, следовательно, можно написать, не меняя значения суммы группы
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Получился ряд в виде, в котором он может быть легко просуммирован.

Пример.
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Глава 5. Уравнения в конечных разностях

5.1. Разностное уравнение первого порядка

Для решения дифференциального уравнения
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рассматривается однородное уравнение
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и находится общее решение однородного уравнения. При должном выборе 
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 решением однородного уравнения будет 
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откуда 
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где 
[image: image476.wmf]C

– произвольная постоянная.


Затем находим частное решение полного уравнения. Принимая во внимание правую часть, положим,
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Дифференциальное уравнение (5.1.1) дает 
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так что 
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и 
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Есть частное решение (5.1.1).


Итак, общее решение представляет собой сумму (5.1.3) и (5.1.4), т.е. сумма общего решения однородного уравнения и частного решения:
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Этот метод применим только для решения линейных уравнений.


То же самое для разностного уравнения
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В однородном уравнении 
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изменим обозначения, подставляя  
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Получаем  
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откуда 
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Для полного уравнения мы опять предположим, что 
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Разностное уравнение дает
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так что 
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Тогда общее решение есть
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Таким образом, видна тесная связь линейных уравнений первого порядка различных типов.
5.2. Разностное уравнение второго порядка

Для линейных уравнений более высокого порядка применима та же техника. 

Пример. Рассмотрим числа Фибоначчи, которые определены уравнением 
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Прежде всего, найдем общее решение. Полагая 
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или  
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Таким образом, 
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Условие 
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а условие 
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Из этих уравнений получаем
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В этом примере разностное уравнение дает возможность вычислять по очереди последовательные числа:
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Решение существует, но общее решение, очевидно, может быть полезно для вычисления некоторых отдельных чисел.

 5.3. Линейные разностные уравнения с постоянными коэффициентами

Для двойного корня характеристического уравнения (продолжая аналогию с линейными дифференциальными уравнениями) мы находим решения как в виде 
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Пример. Рассмотрим уравнение

	
[image: image518.wmf]0

2

=

+

¢

-

¢

¢

y

y

y

.


Полагая 
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Тогда 
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 удовлетворяют уравнению и общее решение будет
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Рассмотрим теперь разностное  уравнение
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Подставив 
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Тогда каждое из решений 
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 удовлетворяет уравнению и общее решение есть
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Аналогично мы действуем, когда правая часть неоднородного уравнения содержит член, который есть в решении однородного уравнения. В случае 
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однородное уравнение
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имеет решение 
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Поэтому частное решение всего уравнения мы находим в виде 
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Окончательно получаем
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Точно так же, рассматривая разностное уравнение
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составляем однородное уравнение
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Оно имеет решение 
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 – произвольная постоянная. Поэтому, когда мы угадываем частное решение, то пробуем
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Подставляя его, видим, что 
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, и, следовательно, общее решение первоначального уравнения есть
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Отметим, в частности, как знание одного решения однородного линейного разностного уравнения дает возможность понизить порядок уравнения на единицу [Хемминг].
Пример. Найти интегралы 
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и показать, что 
[image: image550.wmf]0

3

4

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

k

I

.

Интегрирование по частям дает систему разностных уравнений
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По таблице интегралов находим 
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Эти разностные уравнения имеют переменные коэффициенты 
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Принимая во внимание множитель 
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которое приводит к системе
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Для решения системы обыкновенных дифференциальных уравнений можно свести задачу к одному уравнению второго порядка, продифференцировав одно уравнение и исключив одну переменную. Приспособим это к разностным уравнениям.


Напишем верхнее уравнение (5.4.3) в виде
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и исключим 
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Это – линейное разностное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами. Начальные условия находим из (5.4.3.) и (5.4.4):
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Общее решение (5.4.5) есть (здесь 
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а начальные условия (5.4.6) дают 
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или 

	
[image: image576.wmf]4

1

1

i

C

-

=

,  
[image: image577.wmf]4

1

2

i

C

+

=

.


Таким образом, 
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и 
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Как видно из полученных выражений, 
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Для решения второй части задачи, заметим, что
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Следовательно, 
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Таким образом, 
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Упражнение. Пусть 
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Показать, что для 
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, равного целому числу,
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Глава 6. Конечные ряды Фурье

6.1. Ортогональность на дискретном множестве точек

Наряду с теорией, в которой функция предполагается известной на всем интервале длины 
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, существует теория, рассматривающая функции, заданные на дискретном множестве равноотстоящих точек. Будем полагать, что имеется 
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 равноотстоящих точек.

В рядах Фурье
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где 
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разложение основано на ортогональности функций 
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Если вместо интегрирования применить суммирование, то функции
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оказываются ортогональными на дискретном множестве точек
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Преобразование
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приводит нас к системе функций:
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Соотношения ортогональности между ними 
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могут рассматриваться как аналоги условия перпендикулярности (ортогональности) в обычном трехмерном пространстве.


Если функция может быть записана в виде
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то можно использовать соотношения ортогональности для определения коэффициентов разложения. Чтобы получить 
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так как по формуле (6.1.6) все остальные члены равны нулю. Заменив 
[image: image617.wmf]mx

N

p

cos

 на 
[image: image618.wmf]mx

N

p

sin

, получаем

	
[image: image619.wmf](

)

å

=

-

=

1

2

0

sin

N

x

m

Nb

mx

N

x

f

p

   
[image: image620.wmf](

)

1

1

-

£

£

N

m

.                     (6.1.9)


Окончательно имеем
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Последние две формулы имеют тот же вид, что (1.1.8) и показывают, почему выгоднее разложение с 
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Упражнение. Рассмотреть разложение для нечетного числа 
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Ответ: 
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6.2. Точность разложения

В рассматриваемом разложении 
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 значений 
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 и естественно ожидать, что сумма ряда в данных точках будет в точность равна значениям начальной функции, то есть, что система функций является полной по отношению к группе используемых точек. Для доказательства этого предположения, зафиксируем 
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Далее напишем
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и во второй сумме используем тот факт, что 
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чтобы получить 
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Используя это, имеем
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Поскольку выражение в квадратных скобках равно
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поэтому от суммы остается лишь член 
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Отсюда видно, что обе части уравнения дают одно и то же число.


Существует известное соотношение между суммой квадратов коэффициентов и суммой квадратов значений функции
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Для доказательства этого, образуем сумму квадратов значений функции
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и выполним умножение. Соотношения ортогональности (6.1.8) – (6.1.10) дают
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что совпадает с (6.2.1).


Этот результат может быть использован для вычисления суммы квадратов ошибок, при использовании членов лишь до 
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Пусть 
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Тогда 
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Другими словами, использование членов лишь до 
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 в разложении функции (6.1.7) дает приближение к 
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, мы можем оценить значение взятых дополнительно членов в разложении Фурье [Хемминг].
6.3. Вычисление коэффициентов

Коэффициенты разложения (6.1.7) даются формулами
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Эти коэффициенты легко вычислить, зная лишь 
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, без вычисления других значений синуса и косинуса: пусть 
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Тогда 
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Прямое формальное доказательство не показывает механизма работы этого метода и существует более длинное доказательство, которое дает дополнительный результат и экономит машинное время даже по сравнению с тем, когда дана матрица синусов и косинусов. [Хемминг].
6.4. Метод двенадцати ординат

Часто встречается и легко выполняется вручную случай, когда число точек равно 
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Разбивая каждую сумму по 
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	Сумма
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	Разность
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Тогда имеем
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Разбивая снова отрезок на две части: от 
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Теперь можно написать

	
	
[image: image708.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

0

s


	
[image: image709.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

1

s


	
[image: image710.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

2

s


	
[image: image711.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

3

s


	
[image: image712.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

1

t


	
[image: image713.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

2

t


	
[image: image714.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

3

t



	
	
[image: image715.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

6

s


	
[image: image716.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

5

s


	
[image: image717.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

4

s


	
	
[image: image718.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

5

t


	
[image: image719.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

4

t


	

	Сумма
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	Разность
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Результат предлагается найти самостоятельно. 


Здесь приходится делать менее 60 арифметических операций. Общие методы могут и должны применяться в случаях, отличных от 
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Упражнение. Найти вручную разложение Фурье для 
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6.5. Методы с минимумом умножений

Число умножений можно свести к минимуму, выполняя сначала все сложения и максимально используя приведение тригонометрических функций к значениям в первой четверти. Вот почему работает метод двенадцати ординат. Каждый раз, когда порядок гармоник является делителем числа 
[image: image735.wmf]N

2

, некоторые из возможных значений тригонометрической функции не требуются. Поэтому на практике часто используются значения 
[image: image736.wmf]N

2

, равные 12,24 и 60.

6.6. Разложение по косинусам

Допуская, что функция 
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 результат будет один и тот же. Предположим, что задана функция, определенная для 
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 – четная функция. Когда находим разложение Фурье, то получаем, что все 
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а синус – нечетная функция. Таким образом, получаем разложение по косинусам. Формулы для 
[image: image747.wmf]k
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 можно упростить:
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Определяя 
[image: image749.wmf]÷
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 как нечетную функцию, можно аналогичным образом получить разложение по синусам.


Отметим, что если есть область 
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делает функцию четной периодической функцией 
[image: image752.wmf]t

. Эта замена дает ряд преимуществ в вопросах сходимости.

Упражнение 1. Функция 
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 определена на интервале 
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. Показать, что можно продолжить функцию на 
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 так, чтобы встречались лишь нечетные (четные) гармоники косинусов.

Упражнение 2. Рассмотреть в деталях задачу нахождения рядов Фурье только по синусам. По четным (или нечетным) гармоникам синусов.
6.7. Локальные ряды Фурье

В некоторых задачах явление меняется медленно, поэтому естественна идея «локальных рядов Фурье», коэффициенты которых медленно меняются во времени, а также естественно центрировать область около начала и использовать значения от 
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Таким образом, из равенств (6.1.8) – (6.1.10) имеем
	
[image: image760.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ï

ï

ï

ï

ï

þ

ï

ï

ï

ï

ï

ý

ü

+

-

=

+

-

=

-

=

å

+

=

=

å

+

=

.

1

,...,

2

,

1

        

          

,

sin

1

,

,...,

1

,

0

        

          

,

cos

1

1

1

N

m

mx

N

t

x

f

N

t

b

N

m

mx

N

t

x

f

N

t

a

N

N

x

m

N

N

x

m

p

p

                      (6.7.1)


Затем можно получить 
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Пример.
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Положим 
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Отметим, что  для данной частоты использованы фиксированные множители 
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 и 
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, и складываем или вычитаем два новых значения функции. Аналогично для синусов:
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Глава 7. Введение в многочленные приближения

7.1. Ориентация

Главные проблемы численного анализа – это операции интегрирования, дифференцирования, нахождение нулей, максимизация и так далее, в случаях, когда мы можем вычислить некоторые узлы функции, которые известны приближенно, так как вычислены с погрешностью округления. 

Классический численно-аналитический подход заключается в том, что функция, которую невозможно обработать, заменяется другой функцией, над которой можно выполнить аналитическую операцию. Например, в способе Ньютона для нахождения нуля функции 
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 дается приближенное значение 
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 и вместо  кривой используется прямая
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которая касается графика функции в точке 
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. Подставляя 
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 получаем значение 
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, являющееся корнем этой новой функции,
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Это новое значение 
[image: image779.wmf]x

 используется как следующее приближенное значение корня.


Большая часть классического численного анализа основывается на приближении многочленами. 


Далее мы должны выбрать критерий «согласия». Один  состоит в требовании того, чтобы приближающая функция совпадала с заданными значениями в узловых точках. Другой, более общий – критерий  «наименьших квадратов» означает, что «сумма квадратов отклонений между данными узлами и приближающей функцией в узловых точках должна быть минимальной». Иногда применяются и другие критерии. 


Перед началом вычислений, мы должны решить какую точность мы хотим получить и какой критерий выберем для измерения этой точности. [Хемминг].

Упражнение. Взяв три члена ряда Тейлора
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Приблизить функцию в точке 
[image: image781.wmf]1

x

, обобщив формулы Ньютона для нахождения корней функции.

Ответ: 
[image: image782.wmf](
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7.2. Альтернативные формулировки

Можно прийти непосредственно от узловых точек к ответу, не получая по дороге аппроксимирующей функции.

Предположим, что имеется линейный оператор 
[image: image783.wmf]L

, действующий в некотором классе функций, так что
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Интегрирование, дифференцирование и интерполяция – типичные примеры линейных операторов. Нахождение нуля – не линейный оператор.


Результат 
[image: image785.wmf](
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 будем искать, исходя из данных в узлах значений функции и ее производных. Представим, что мы имеем лишь значения функции, а все коэффициенты равны нулю. 

Предположим, что используется приближение многочленом и требуется точное совпадение его с данными значениями в узловых точках.

Возможны три способа определения коэффициентов 
[image: image786.wmf]i
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.

К первому способу относится метод аналитической замены, то есть нахождение приближающего многочлена и применение к нему оператора 
[image: image787.wmf]L

.

Второй способ состоит в разложении 
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 в ряд Тейлора, подставив разложение в левую и правую части и приравнять коэффициенты при одинаковых производных. Например, построение формулы Симпсона
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Так как
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то в левой части равенства будем иметь
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тогда как справа
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Приравнивая, пока это возможно, коэффициенты при 
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где 
[image: image802.wmf]E

 – ошибка. Решение этих уравнений дает значения 
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Третий способ требует, чтобы формула была точной для последовательности функций 
[image: image806.wmf]2
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, … до возможно более высокой степени. Он полезен для получения специальных формул.


Эти три способа эквивалентны и дают один и тот же ответ. Третий способ, который делает формулу точной для различных степеней 
[image: image807.wmf]x

 до некоторой степени 
[image: image808.wmf]n

, делает формулу точной также и для любого многочлена степени, не превосходящей 
[image: image809.wmf]n

. Таким образом, если функция есть многочлен степени 
[image: image810.wmf]n

 (или меньшей), то формула точная. Но если функция есть многочлен, то ее ряд Тейлора оканчивается членом 
[image: image811.wmf]n

-го порядка и второй способ даст тот же результат. Обратное также верно, следовательно, второй способ эквивалентен третьему.


Чтобы показать, что первый способ эквивалентен двум другим, необходимо иметь в распоряжении некоторую теорию интерполяционных многочленов. Пока же предположим, что если даны значения 
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 функции, то можно построить многочлен
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который для 
[image: image815.wmf](
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 совпадает с 
[image: image816.wmf](
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. Применив оператор 
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 к левой и правой частям (7.2.4), получим формулу, которая является точной для функций 
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Обратное также верно, так как 
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 линеен, то формула, точная для функций 
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, точна и для любой их линейной комбинации, а следовательно, и для линейной комбинации (7.2.4). Таким образом, третий способ эквивалентен первому.


Третий способ является наиболее употребительным. Окончательные формулы также безразличны к методу их получения. 

Отметим, что почти каждое число, которое мы получаем, будет иметь некоторое «шумовое загрязнение». Поэтому необходимо исследовать формулы, которые здесь приводятся, в свете того, как они будут распространять шум.

Упражнение. Вывести правило трапеций первым, вторым и третьим способами.

7.3. Узловые точки, информация

Вопрос статистики, особенно области, называемой «планированием экспериментов», является – «какие узлы мы будем использовать?». На практике узловые точки часто заданы внешними обстоятельствами или мы пользуемся множеством равноудаленных точек. В последнем случае мы сталкиваемся с теоремой выборки из теории информации. 

Чтобы увидеть, что проблема выбора узлов реальна, вычислим интеграл для некоторой сложной функции, которую мы не можем проинтегрировать аналитически
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В действительности необходимо оценить площадь области под кривой, основываясь на ряде узлов (скажем их 
[image: image822.wmf]n

), то есть оценить среднее значение 
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. Для расположения  узлов наилучшим образом необходимо много знать о функции. Допуская различные свойства функции, мы получаем различные способы расположения узлов (информации). 

Другим примером задачи по нахождению информации – является задача нахождения производной в точке. Необходимо использовать информацию, близкую к точке, в которой надо оценить производную. Но если взять узлы слишком близко, то шум в вычислении или измерении узловых точек будет мешать точности вычисления. Таким образом, требуется оценка шума, который искажает всю информацию. 

7.4. Класс функций

Существует три класса или группы функций, широко применяемых в численном анализе. 

Первый класс включает в себя линейные комбинации функций 
[image: image824.wmf]n
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, что совпадает с классом всех многочленов степени 
[image: image825.wmf]n

 (или меньше). 

Второй класс образует функции 
[image: image826.wmf]x
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cos

, 
[image: image827.wmf]x
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. Этот класс имеет отношение к рядам Фурье и интегралу Фурье.

Третий класс образуется функциями 
[image: image828.wmf]z
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. Эти функции часто встречаются в реальных ситуациях. К ним, например, приводят обычные задачи накопления и распада. 

Каждая из этих трех групп обладает одним важным свойством: конечное множество функций такой группы переходит само в себя, когда 
[image: image829.wmf]x

 заменяется на 
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. Например, если 
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 – многочлен степени 
[image: image832.wmf]n

, то 
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 – также многочлен степени 
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 по 
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 (при различных коэффициентах). То же относится и к другим группам.

Это свойство подразумевает, что при выборе множества аппроксимирующих функций, не требуется сведений о начале отсчета. В большинстве задач нет естественного начала отсчета, и мы вынуждены выбирать одну из этих трех групп или их комбинации, при условии, что выбор не должен повлиять на ответ.

Вторым важным свойством обладает первая группа: как множество оно также не изменится при замене 
[image: image836.wmf]x

 на 
[image: image837.wmf]kx

. Две другие группы этим свойством не обладают. Таким образом, если в задаче нет естественного масштаба, то мы вынуждены использовать многочлены или воздействовать на ответ выбором масштаба. Во многих задачах, например, в которых функции зависят от времени, есть естественный масштаб. 

Рациональные функции также как множество аппроксимирующих функций обладают свойством независимости от масштаба.

7.5. Точность

Обычно мы хотим получить точность 3 или 4 десятичных знака. Во многих задачах этого недостаточно. Например, для решения системы алгебраических уравнений для неизвестных 
[image: image838.wmf]i

x

, необходимо ответить на вопросы:

1. Должны ли быть точными 
[image: image839.wmf]i

x

?

2. Должны ли быть маленькими остатки уравнений после того, как вычисленные 
[image: image840.wmf]i

x

 подставлены в них?

3. Должна ли данная группа уравнений быть близкой к группе уравнений, для которой 
[image: image841.wmf]i

x

 суть точные ответы?

Обычно утвердительно отвечают на первый вопрос. Для ответа на второй вопрос стремятся обратить уравнения в нуль и вычислить 
[image: image842.wmf]i

x

, при которых уравнения обращаются в нуль. Для ответа на третий вопрос используется формальный анализ ошибок. Ошибки в первоначальных данных превращаются соответственно в равноценные ошибки в вычислении, и это может значительно повлиять на ответы. «Здравая вычислительная практика требует постоянного исследования изучаемой задачи не только перед организацией вычисления, но также в процессе его развития и, особенно на той стадии, когда полученные числа переводятся обратно и истолковываются на языке первоначальной задачи» [Хемминг].

Глава 8. Интерполяция многочленами. Данные с произвольными промежутками

8.1. Интерполяционные многочлены

Многочлен степени 
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имеет 
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 коэффициент. Естественно полагать, что 
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 условие, наложенное на многочлен в общем виде, позволит однозначно определить коэффициенты. В частности, можно потребовать, чтобы многочлен проходил через 
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  означает выполнение условий
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Определитель для этих 
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 линейных уравнений относительно неизвестных 
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 есть определитель Вандермонда, который не равен нулю, если 
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Найти коэффициенты 
[image: image859.wmf]k
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 можно по правилу Крамера или другим способом. Подставив эти значения в общий вид многочлена (8.1.1) мы можем 

представить результат в виде
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Этот результат можно проверить, рассуждая следующим образом: во-первых, выражение (8.1.2) должно быть многочленом степени 
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 по 
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, так как определитель можно разложить по элементам верхней строки. Во- вторых, он проходит через 
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, так как подстановка этих значений в верхнюю строку делает две строки определителя одинаковыми. Возможно, что коэффициент при 
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 есть нуль и что степень многочлена меньше, чем 
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. Чтобы охватить и этот случай, утверждению, что многочлен имеет степень 
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, часто придают смысл: степень 
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 иди меньше. В вырожденном случае, когда все 
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 равны, многочлен имеет степень 
[image: image870.wmf]0

 и 
[image: image871.wmf]C

x

y

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

.


Итак, можно сказать, что если есть 
[image: image872.wmf]1
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 узловая точка функции, то можно найти многочлен степени 
[image: image873.wmf]n

, который совпадает (пренебрегая ошибками округления)с функцией в узловых точках. Предположив, что обе функции между узловыми точками близки, мы можем использовать многочлен вместо функции в интегрировании, дифференцировании, отыскании нулей и т.д.

Упражнение. Показать, что при использовании условия на 
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 в одной точке 
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, многочлен будет представлять оборванный ряд Тейлора.

8.2. Метод интерполяции Лагранжа

Основная идея метода Лагранжа заключается в том, чтобы, прежде всего, найти многочлен, который принимает значение 
[image: image876.wmf]1

 в одной узловой точке и 
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 во всех других.

Функция
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(штрих у знака произведения означает «исключая 
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-е значение») является требуемым многочленом степени 
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есть многочлен степени 
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, проходящей через 
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Можно спросить, совпадает ли многочлен Лагранжа с многочленом в формуле (7.2.2). Их разность есть многочлен степени не выше 
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 и она обращается в нуль в 
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 узловой точке 
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, следовательно, она тождественно равна нулю. Таким образом, важно следующее: если дана 
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 узловая точка, то соответствующий многочлен степени 
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, проходящий через эти точки, однозначно (в пределах ошибок округления) определен, независимо от способа построения и от вида обозначений. 

Интерполяционная формула Лагранжа неудобна для практического использования. Преобразования позволяют привести ее к более удобному для вычисления виду.

Пример. Рассмотрим частный случай, когда все 
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Разделим правую часть формулы Лагранжа на выражение, положив
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после деления числителя и знаменателя на 
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Иногда это выражение называют «барицентрической формулой». Ее легче применять, чем формулу Лагранжа.


Рассмотрим многочлен Эрмита. Метод, применяемый при построении этого многочлена, является естественным продолжением метода Лагранжа. Задача заключается в нахождении интерполяционного многочлена, который в каждой точке 
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После нахождения этих многочленов, решение задачи можно будет записать в виде
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Сначала построим 
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Если 
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Можно видеть, что 
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Будем искать 
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Условие 
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Взяв производную от 
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Таким образом,
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и требуемая формула построена.


Этот метод построения многочленов обладает специфическими свойствами, но необходимо также освоить общий метод подбора 
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. При исследовании погрешности интерполяционных формул, использование производных в близких точках повышает точность формулы.

Упражнение. Указать способ получения интерполяционной формулы, которая имеет значения 
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8.3. Интерполяционная формула Ньютона

Обозначим многочлен, проходящий через 
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где 
[image: image957.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

x

P

n

1

 – некоторый многочлен степени 
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следовательно, необходимо, чтобы 

	
[image: image963.wmf](

)

(

)

1

1

1

1

1

x

x

y

y

x

x

x

P

x

P

x

P

i

i

i

n

i

n

i

n

-

-

=

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

  
[image: image964.wmf](
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Тем самым нужно, чтобы 
[image: image965.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

x

P

n

1

 проходил через точки
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Величины
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называются разделенными разностями и обычно записываются в квадратных скобках.

На следующем шаге напишем
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и требовать, чтобы 
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 принимал значения разделенных разностей от разделенных разностей
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Можно видеть, что разделенные разности первого порядка не зависят от порядка аргументов в квадратных скобках. Покажем, что это верно и для разделенных разностей второго порядка.


Начиная с трех точек 
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получим единственный многочлен второй степени, проходящий через три точки, который запишем так:
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Если теперь взять точки в таком порядке: 
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то получим
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Так как оба уравнения определяют один и тот же квадратный трехчлен, то коэффициенты при 
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 должны быть одинаковы, так что два символа выражают одно и то же
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Вообще же можно определить
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и также показать, что разности не зависят от порядка 
[image: image983.wmf]i
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. Отметим, что знаменатель есть разность неповторяющихся значений 
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, взятых в том же порядке.


Построим таблицу необходимых значений следующим способом:
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Звездочки означают числа, использующиеся как опорные значения при вычислении значений многочлена.


Из этой таблицы можно написать
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Пример. Рассмотрим таблицу логарифмов
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Звездочки означают опорные значения. Отсюда получаем
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В частности,
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Верное значение 
[image: image1007.wmf]3979
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Упражнение. Указать способ добавления еще одной данной точки в конце таблицы разделенных разностей. Показать также, как добавить одну точку наверх. В первом случае, какое изменение следует сделать в многочлене Ньютона?
8.4. Погрешность многочленной аппроксимации

Задавая функцию 
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Пример. Рассмотрим функцию 
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Отметим, что разность равна нулю во всех узловых точках и можно найти теоретическое выражение для разности между первоначальной функцией 
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где 
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Теперь рассмотрим функцию
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Если 
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Так как 
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Таким образом, в интервале значений 
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Отсюда получаем значение константы 
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Вместо произвольно взятого 
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Используем это выражение для оценки ошибки, сделанной при интерполяции в таблице логарифмов
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Оценивая ошибку при 
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О значении 
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Таким образом, 
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Исследуем частный случай интерполирования по формуле Эрмита, где и функция и производная заданы в каждой из 
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Далее находим
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Форма остаточного члена, которой мы пользовались, соответствует остаточному члену в ряде Тейлора, известному как остаточный член в форме Лагранжа.

Упражнение. Показать, что остаточный член в случае, когда в 
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где 
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. Также необходимо задать все производные более низкого порядка.

Глава 9. Интерполяция многочленами. Равноотстоящие узлы
9.1. Формула Ньютона для интерполирования

Часто имеющаяся информация о функции (в виде значений в узловых точках) задана на множестве равноотстоящих значений 
[image: image1101.wmf]x

. В этом случае большая часть формул и вычислений упрощается.

Для разностей при равноотстоящих значениях обычно применять обозначения первой части:
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Это – обычное для исчисления разностей обозначение, но 
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Также имеем
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и т.д.

Эти разности соответствуют разделенным разностям
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и вообще
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Разности приближают производные в точках, лежащих посередине между используемыми узлами:
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Эти соотношения дают возможность аппроксимировать выражения в дифференциальном исчислении конечноразностными.


Формула Ньютона в этих новых обозначениях для равноотстоящих узловых точек имеет вид
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Полагая 
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и если дальше положить 
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Упражнение. Напишите остаточный член формулы Ньютона, где информация задана в точках 
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-го порядка. Оцените максимум коэффициента при производной.

9.2. Интерполирование в таблицах

Одним из главных применений интерполяционных формул с равным шагом является их применение для интерполирования в таблицах с равноотстоящими аргументами. Типичным примером является интеграл ошибок, таблица разностей которого дана в таблице 9.2.1. Разности стремятся к нулю, оставаясь довольно гладкими в столбце третьих разностей. Начиная с четвертых разностей и особенно в пятых разностях преобладает уже шум округления. Поэтому, при применении какой-нибудь интерполяционной формулы, нельзя идти далее четвертых разностей.

Тем не менее, на практике применяется много разных формул и методов, приводящих к большинству таблиц.

Таблица 9.2.1
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9.3. Ромбовидная диаграмма

Ромбовидная диаграмма является приспособлением для доказательства того, что огромное число формул, которые кажутся различными, в действительности все одинаковы.

Мы определили биноминальные коэффициенты
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Числитель и знаменатель этой формулы содержит по 
[image: image1129.wmf]n

 сомножителей. Коэффициент 
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, если его рассматривать как функцию от 
[image: image1131.wmf]u

, есть многочлен степени  
[image: image1132.wmf]n

. На рис. 9.3  изображена ромбовидная диаграмма. Лини, начинаясь в точке на левом краю и следуя по какой-либо дорожке поперек страницы, определяет интерполяционную формулу, если применять определенные правила.

Правила для определения интерполяционной формулы

1. Для шага слева направо – складывать.

2. Для шага справа налево – вычитать.

3. Если тангенс угла наклона положительный, то использовать произведение разделенной разности на коэффициент, находящийся под ней.

4. Если тангенс угла наклона отрицательный, то использовать произведение разделенной разности на коэффициент, находящийся над ней.

5. Если шаг горизонтальный и проходит через разность, брать произведение разности на среднее арифметическое из коэффициентов, расположенных выше и ниже ее.
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Рис. 9.3.1. Ромбовидная диаграмма

6. Если шаг горизонтальный и проходит через коэффициент, брать произведение коэффициента на среднее арифметическое из разностей, расположенных выше и ниже его.

Пример. Рассмотрим применение правил 1. и 4. на примере пути, начинающегося 
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 и идущего направо вниз.

Мы получаем формулу, которая является формулой Ньютона
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Если мы пойдем направо вверх, применяя правила 1. и 3., то получили бы вторую формулу Ньютона
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Чтобы получить формулу Стирлинга, начнем с 
[image: image1202.wmf](
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 и пойдем горизонтально направо, применяя правила 5. и 6.
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Если же начать посередине между 
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 и 
[image: image1206.wmf](

)

1

y

, то получим формулу Бесселя
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Если же выбрать путь зигзагом, соответствующим образом, то можно получить интерполяционную формулу Гаусса
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При любом выборе путей, каждый будет давать некоторую формулу. Для доказательства, что все эти формулы интерполяционные, необходимо показать следующее:

1. Что получается по крайней мере одна правильная формула.

2. Что вклад по любому замкнутому пути равен нулю и, следовательно, что можно преобразовать один путь в другой.

3. Что если две формулы кончаются в одном и том же месте, то они одинаковы. Это необходимо доказать, так как точки входа в ромбовидную диаграмму не обязаны быть одинаковыми для разных формул.
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Рис. 9.3.2

Для доказательства второго утверждения, возьмем ромб (рис. 9.3.2):

Путь 1: 
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Путь 2:
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Путь 3:
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Вспоминая, что справа налево получаются отрицательные члены (правило 2.), мы должны показать, что все три пути одинаковы.


Но 

	Путь 1– Путь 2 = 
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Кроме того, Путь 3 равен среднему арифметическому Путей 1 и 2.

Таким образом доказано второе утверждение.


Чтобы доказать третье утверждение, используем рис. 9.3.3
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Рис. 9.3.3

	        Путь 1 = 
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	       Путь 2 = 
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	      Путь 3 = 
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где 
[image: image1221.wmf]S

 есть оставшаяся часть формулы. 

Теперь, используя равенство
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получаем

	Путь 1 =
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Аналогично Путь 2 можно свести к Пути 3. Таким образом, можно сделать вывод, что интерполяционная формула зависит от окончательных значений и не зависит от пути, использованного для достижения их.

Упражнение. Проверить формулы (9.3.2) – (9.3.4).

Глава 10. Единый метод нахождения интерполяционных формул
10.1. Типичные формулы интегрирования

Ранее отмечалось, что задача численного интегрирования 
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 узлам. Это – статистическая задача последовательной выборки и планирования экспериментов. Классические методы заранее определяют как положения 
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, где должны быть взяты узлы, так и веса 
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, соответствующие этим узлам.

Пример. Простейшая нетривиальная формула для вычисления интеграла использует одну узловую точку, а именно:
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Разумно оценивать ошибку этой формулы, используя следующую более высокую степень 
[image: image1240.wmf]x

, в данном случае 
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Ошибка или остаточный член, как его часто называют, есть
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где 

[image: image1245.wmf]q

 – некоторое число из интервала 
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 – длина интервала (в данном случае 
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Стандартная формула трапеций использует два узла в концах интервала:
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Подставим опять 
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Из этих уравнений получаем
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Для оценки ошибки возьмем опять функцию 
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что вдвое больше ошибки формулы (10.1.2) с единственным узлом.


Можно поместить два узла в произвольные точки
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Имея четыре свободных параметра, используем функции 
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Можно решить эти уравнения непосредственно, но проще перейти в другую систему координат, начало которой находится в середине отрезка интегрирования. Можно также изменить масштаб, не меняя условия, что формула должна быть точной для 
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что приводит к уравнениям:
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Теперь исключим 
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или
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Второе из четырех уравнений теперь дает 
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Формула, следовательно, такова:
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Если положить 
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, то для первоначального интеграла (10.1.5) получаем
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Такого типа формулы, в которых не фиксируются заранее узлы и веса, называются гауссовыми.
Пример. Предположим, что известны как функция, так и ее производная в крайних точках отрезка. Тогда напишем
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и, подставляя 
[image: image1276.wmf](

)

x

x

x

x

f

,

,

,

1

2

=

, получаем уравнения:
	
[image: image1277.wmf],

3

         

        

4

1

,

2

         

        

3

1

,

  

        

2

1

,

1

3

1

3

1

3

2

1

1

0

w

w

w

w

w

w

w

w

w

+

=

+

=

+

+

=

+

=




которые легко решаются:
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Имеем формулу
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Чтобы оценить ошибку, подставим 
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Используя вычисленные ранее результаты, получаем ошибку
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Пример. Рассмотрим интеграл
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)

(

)

(

)

(

)

ò

+

+

-

=

-

-

1

1

1

0

1

1

0

1

2

sin

f

f

f

xdx

x

f

w

w

w

p

          (10.1.10)


Метод не зависим от свойств функции 
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 и так же хорошо приложим к интегралам вида
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хотя веса 
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 будет зависеть от выбора 
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Имея три параметра, подставим 
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Полученные уравнения легко решаются:
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что дает для (10.1.10)
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Упражнение 1. Получить формулу
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Упражнение 2. Получить формулу
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10.2. Формула Грегори

Рассмотрим случай равноотстоящих фиксированных узлов со многими связями. Введем новую концепцию формулы, имеющей произвольное число узлов и определенное общее расположение весов. Для определенности исследуем формулы, веса которых расположены так:
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и т.д. Так как каждая формула имеет на один параметр больше, чем предыдущая, то можем надеяться найти семейство формул с возрастающей точностью. Формула (10.2.1), например, предполагает, что с использованием 
[image: image1302.wmf]1

+

n

 узла интеграл
	
[image: image1303.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

ò

+

-

+

+

+

+

=

nh

nh

af

h

n

bf

h

bf

h

bf

af

dx

x

f

0

1

...

2

0




может быть найден точно как для 
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которое совпадает с первым. Подставив теперь
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Решение этих двух уравнений дает
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Таким образом, формула является точной для многочлена второй степени. Коэффициенты зависят от числа интервалов 
[image: image1312.wmf]n

, а это не всегда удобно.


Можно потребовать, чтобы первое выведенное уравнение было верно для всех 
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, не пытаясь сделать формулу точной для 
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Схемы расположения весов выбраны симметричными. Это означает, что если какая-нибудь из таких формул является точной для всех степеней 
[image: image1317.wmf]x

 вплоть до некоторой четной, то она является точной для следующей более высокой нечетной степени. Это мы уже наблюдали в предыдущем примере, когда и 
[image: image1318.wmf]1
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 давали одно и то же уравнение. Чтобы убедиться в справедливости этого замечания в общем случае, отметим, что преобразование 
[image: image1320.wmf]2
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 переводит начало координат в середину области интегрирования. После этого все нечетные степени автоматически интегрируются точно, так как обе части уравнения вследствие симметрии обращаются в нуль. 

При обратном преобразовании начала нечетная степень дает и все более низкие степени.


Если формула является точной для этих более низких степеней, то для них обе части равенства уничтожаются и формула оказывается верной для оставшейся старшей нечетной степени. Остается рассмотреть только четные степени 
[image: image1321.wmf]x

.


Найдем формулы, в которых схемы расположения весов не зависят от количества взятых узлов (при условии, что их настолько много, чтобы появились все параметры). Эти формулы могли бы быть найдены независимо друг от друга раз навсегда, но задача сводится к тому, чтобы, преобразовывая каждую формулу по очереди, получать следующую из этого семейства.


В общем случае формула 
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[image: image1324.wmf](

)

(

)

...

4

0

4

4

4

+

-

D

+

D

+

ú

û

ù

ê

ë

é

n

f

f

A




дает метод, при котором, все коэффициенты могут быть найдены по очереди. Действительно, пара коэффициентов определяется одновременно вследствие симметрии, которая обеспечивает точность формулы для нечетной степени. Таким образом, чтобы определить 
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 и 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях в обеих частях равенства, получим
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Последние два уравнения дают
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Подставляя 
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Итак, мы получаем формулу Грегори
	
[image: image1339.wmf](

)

[

]

-

D

-

D

ò

+

+

+

+

+

+

=

-

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

1

0

0

1

2

1

0

12

1

2

1

...

2

1

1

n

nh

n

n

f

f

f

f

f

f

f

dx

x

f

h
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Часто полезна формула Грегори в форме Лагранжа, в которой линейный оператор выписан через значения функции. Коэффициенты этой формы даны в таблице, где столбец слева дает коэффициент 
[image: image1341.wmf]k
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 наивысшего порядка. По симметрии нам нужен лишь один конец формулы:
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Соответствующая формула, которая использует производные вместо разностей, известна как разложение Эйлера-Маклорена и бывает полезна, но при использовании на машине она требует программирования производных (см. 4.8.2).
Упражнение 1. Используя методы этого параграфа, вывести соответствующие формулы для 
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Упражнение 2. Используя те же узлы, что и в упражнении 1, выполнить работу по нахождению коэффициентов первых четырех разностных членов.
Глава 11. Нахождение остаточного члена формулы
11.1. Потребность в остаточном члене

Рассмотрим единый метод нахождения соответствующих остаточных членов. Как и в случае нахождения формул, единый метод не всегда самый короткий и элегантный, но его достоинства, но его достоинства перевешивают большую иногда трудоемкость.

Сосредоточим внимание на нахождении формулы остаточного члена, игнорируя эффекты округления. Как и в случае интерполяции многочленом, остаточный член будет записан в виде некоторой производной (или производных) высшего порядка. Это традиционная форма, но она имеет определенные недостатки.

Прежде чем предпочесть одну формулу другой, необходимо знать их остаточные члены, хотя величина остаточного члена не является единственным критерием для выбора формулы.

11.2. Порядок  остаточного члена

В качестве примера линейного оператора будем использовать формулу приближенного вычисления определенного интеграла. Обозначим через 
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 ошибку формулы, когда мы подставляем 
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 вместо 
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. Метод вывода формулы показывал (кроме формулы Грегори), что 
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, где 
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 – количество свободных параметров в формуле. Мы ожидаем, что 
[image: image1353.wmf]0
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, но готовы к тому, что оно равно нулю, так как мы знаем, что в некоторых случаях (формула Симпсона) точность выше, чем количество свободных параметров.

Проверим равно ли  
[image: image1354.wmf]m
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 нулю. В том случае, когда все узловые точки заданы, 
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 есть рациональная функция данных моментов и данных узловых точек. Но в случае квадратуры Гаусса, например, необходимо решить алгебраическое уравнения для узловых точек 
[image: image1356.wmf]j
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. Узловой многочлен, корни которого нужно найти, чтобы получить узловые точки, дает соотношение, позволяющее выразить степени 
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, большие 
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 (количество неизвестных узловых точек), через степени, меньшие 
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. Это выражение включает коэффициенты 
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 узлового многочлена. Теперь степени 
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, меньшие 
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, умножаются на их веса 
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 и, следовательно, выражаются через моменты 
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. В результате опять получается рациональная функция от моментов
. Проверка 
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 является рациональной операцией над данными моментами и данными узлами, и если можно выполнить достаточно много алгебраических действий с рациональными выражениями, то можно решить вопрос о том, равно или нет 
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 нулю, без помех округления, которое возникает при нахождении корней узлового многочлена.

Если мы найдем, что одно значение 
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 равно нулю, то будем пробовать следующее до тех пор, пока не найдем такое 
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, что 
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. В таком случае обычно можно получить одну или две степени дополнительной точности.
Упражнение 1. Используя методы п. 11.2, определить 
[image: image1370.wmf]m

 для равенства (10.2.8).

Упражнение 2. Определить 
[image: image1371.wmf]m

 для упражнения 1.

11.3. Недостаток метода рядов Тейлора

Так как существует остаточный член для рядов Тейлора в виде 
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естественно попытаться использовать метод рядов Тейлора (второй метод п. 7.2) для получения ошибки формулы.


Пусть используется метод рядов Тейлора. Коэффициенты формулы определены так, чтобы степени 
[image: image1374.wmf]x

 уничтожались с обеих сторон вплоть до степени 
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, которая по предположению не уничтожается. Зафиксируем мысленно значение 
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. Тогда получим ряд из членов 
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где, конечно, 
[image: image1380.wmf]i
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 зависят от 
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. Заменим это выражение таким:
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для каких-то новых значений 
[image: image1384.wmf]q

 (и ожидаем, что многие члены 
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 уничтожатся). При каких обстоятельствах существуют такие 
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Как известно из метода функции влияния, если 
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 сохраняет знак, то такое 
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 существует, а если у 
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 знак не постоянный, то существуют некоторые функции 
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, для которых такого 
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 нет. Таким косвенным путем можно ответить на вопрос. Кажется, прямого способа найти ответ нет, но если он найден, то есть возможность действовать двумя различными способами, а такой выбор иногда полезен.


В случае формулы гауссового вида с несколькими свободными узловыми точками существует специальная техника
 определения остаточного члена проще, чем через функцию 
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Глава 12. Формулы для определенных интегралов
12.1. Формулы Ньютона-Котеса

Логически самые простые формулы для интегрирования – те, которые используют множество равноотстоящих узлов, – получаются интегрированием многочлена, проходящего через узлы. Узлы
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 приводят к формулам Ньютона-Котеса.
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Первый частный случай формулы Ньютона-Котеса – это хорошо известное правило трапеций
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второй – формула Симпсона:
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третий – правило трех восьмых:
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Таблица 12.1.1 дает коэффициенты для формулы
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где 
[image: image1399.wmf]n

 – число интервалов, а не число узловых точек. Коэффициенты симметричны, и достаточно дать лишь часть таблицы.

Таблица 12.1.1

Некоторые коэффициенты отрицательны при 
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 они все положительны, но для 
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 существуют и отрицательные коэффициенты. Это приводит к росту ошибок округления, поэтому формулы Ньютона-Котеса более высокого порядка используются редко. Порядок остаточных членов возрастает на два при переходе от нечетного номера к следующем четному, так что формулы четного порядка предпочтительнее. Отметим появление степеней 
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 в остаточном члене. Если брать не единичное разбиение, то степени 
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 автоматически возникнут в определяющих уравнениях. Можно либо провести выкладки с настоящим 
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, либо считать, что 
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, и соответствующие степени 
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 вписать потом (для равноотстоящих узлов), что лучше.


Если надо сравнить эти формулы для одного и того же интервала, то следует помнить, что 
[image: image1408.wmf]h

 равно длине интервала интегрирования, деленной на 
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, и внести соответствующие поправки в остаточные члены.


Формулы Ньютона-Котеса могут быть получены многими  способами. Самый простой путь нахождения коэффициентов основан на том обстоятельстве, что формула Грегори. Написанная с включением всех разностей, которые могут быть вычислены по узлам, является точной для многочленов максимальной степени и, следовательно, в форме Лагранжа она должна быть такой же, как если бы она была выведена непосредственно. Таким образом, для случая 
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[image: image1412.wmf]=
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Упражнение 1. Применить формулы Ньютона-Котеса для 
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Упражнение 2. рассмотреть рост погрешности округления в формулах Ньютона-Котеса.

Упражнение 3. Вывести формулу Ньютона-Котеса из формулы Грегори при 
[image: image1416.wmf]6
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12.2. Использование формулы Грегори

Как показано ранее, отбирая нужным образом члены в формуле Грегори, можно получить коэффициенты формулы Ньютона-Котеса. Вот почему формула Грегори так полезна на практике, она гибкая и точная. Часто, чтобы избежать отрицательных коэффициентов и производных высокого порядка в остаточном члене, применяют составные формулы, как, например, формулу Симпсона

	
[image: image1417.wmf](

)

(

)

ò

+

+

+

+

+

+

=

-

nh

n

n

f

f

f

f

f

f

h

dx

x

f

2

0

2

1

2

3

2

1

0

4

...

4

2

4

3

.


Если в формуле Грегори ограничиться вторыми разностями, то остаточный член будет того же порядка, а ошибки округления меньше, так как большинство коэффициентов будут близки по величине и сумма квадратов будет ближе к минимуму.

Таблица 12.2.1
Вычисление интеграла 
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Таким образом, широко используемая формула Грегори
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для равноудаленных узлов является наиболее полезной и гибкой. При вычислении такого интеграла, как
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концевые поправки к сумме равноотстоящих равновзвешенных значений функции (разности, стоящие на обоих концах формулы Грегори) не дают никакого вклада. Этот результат установлен как теоретически, так и экспериментально при условии, что расстояние между узлами не слишком велико. Хартри Д.Р. дал таблицу результатов (табл. 12.2.1), получающихся при вычислении по формуле 
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При 
[image: image1425.wmf]2
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 совпадение прекрасное. Но, к сожалению, неизвестно, как с увеличением 
[image: image1426.wmf]h

 падает точность. Анализ остаточного члена формулы Грегори – достаточно трудная тема.

Упражнение 1. Написать блок-схему для формулы Грегори с автоматическим ограничением порядка разностей. Объясните условия этих ограничений.

12.3. Суммирование рядов

Формула Грегори выражает интеграл как сумму значений подынтегральной функции, вычисленных в равноудаленных точках,  с равными весами, плюс поправки, затрагивающие лишь концевые точки. Если область интегрирования уходить в бесконечность, то сумма становится бесконечным рядом.

Можно, наоборот, выразить сумму бесконечного ряда как несобственный интеграл, плюс поправочные члены в начале (такие же поправки на бесконечности обращаются в нуль вследствие сходимости ряда). Например,
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Часто бывает выгодно сложить несколько первых (скажем, 10) членов отдельно и применить интеграл к остальным.


Может случиться, что интеграл, возникший из ряда, не может быть вычислен аналитически. Тогда можно или проинтегрировать его численно, или сделать замену переменных и приближенно вычислить интеграл по формуле Грегори. При переходе от рядов к интегралу и обратно дважды возникают поправочные члены на концах. Выигрыш, который можно получить при таких преобразованиях, состоит в том, что получающийся новый ряд сходится гораздо быстрее первоначального.

Глава 13. неопределенные интегралы
13.1. Простые формулы для неопределенных интегралов
Вероятно, самая простая формула аппроксимации одного шага неопределенного интеграла такая:
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где
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или
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Очевидно, это – формула средней точки (10.2-1)------? И она дает ошибку вдвое меньше, чем обычное правило трапеций (10.2-3)-----? 
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Формула средней точки лучше также с точки зрения эффекта округления.


Более точная формула, которая может быть найдена при использовании универсальной матрицы в пункте 10.3----? , есть
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Ее остаточный член равен
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Если для вычисления интеграла используется эта формула, то нужно сосчитать функцию в двух дополнительных точках, лежащих вне области интегрирования (по одной на каждом конце). Если значения подынтегральной функции не могут быть найдены в этих точках из-за особенностей 
[image: image1436.wmf](
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, то предложение, что подынтегральная функция может быть хорошо аппроксимирована многочленом, вероятно, неверно.


Для концов интервала можно использовать другую формулу, а именно:
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Для вычисления неопределенных интегралов широко используется формула Симпсона(10.4-1)-----? В наших теперешних обозначениях она принимает вид
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с остаточным членом
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который несколько меньше, чем (13.2-3).


Когда формула Симпсона используется стандартным образом, возникает одна трудность, которая может усложнить вычисления. Формула Симпсона дает значение интеграла на два шага вперед, а чтобы начать цепочку для нечетных узлов, используется специальная «половинная формула Симпсона» (10.4-2)------? Результатом этого прыжка на  два шага вперед является то, что накапливающиеся ошибки по нечетным и четным точкам до некоторой степени не зависят друг от друга, особенно из-за разницы в весах, с которыми один и тот же узел входит в четные и нечетные последовательности. Все это способствует возникновению колебаний. Хотя эти колебания происходят вследствие сделанных ошибок и поэтому дают некоторую меру точности результатов, иногда они могут оказаться очень неприятными. Колебаний можно избежать, если вычислять лишь цепочку четных точек, а для каждой нечетной точки использовать «половинную формулу Симпсона».


Упражнение 1. Вывести формулы (13.1.2) и (13.1.4) с их остаточными членами.


Упражнение 2. Сравнить метод формулы Симпсона с формулой соответствующей точности, основанной на формуле Грегори.
13.2. Общий метод
Рассмотрим общий метод и будем исследовать целый класс специальных формул. При приближенном вычислении следующего значения интеграла 
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 Но мы ограничимся формулой вида
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которая использует три старых значения интеграла и одно новое и три старых значения подынтегральной функции. 


На семь параметров в формуле (13.2.1) наложим лишь пять условий, а именно: формула должна быть точной для 
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точной для 
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[image: image1448.wmf],...

,

,

1

2

x

x

 были подынтегральными функциями, теперь же под 
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 есть степень 
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 на единицу большая, поэтому нужно объяснить, зачем мы прибавили условие точности для 
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. Здесь мы не дадим объяснения этому, однако укажем, что невыполнение этого требования влечет нежелательные последствия.


Используя указанные пять условий и взяв 
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 и 
[image: image1454.wmf]2
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 в качестве параметров, получим
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Мы вычислили 
[image: image1456.wmf]5
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 (и другие коэффициенты) так, как если бы шаг 
[image: image1457.wmf]h

 был равен единице. Разбор одного примера с разбиением 
[image: image1458.wmf]h

 покажет почему было решено, что такой способ нахождения коэффициентов (который действительно несколько меняет смысл 
[image: image1459.wmf]5
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) предпочтительнее на практике. 


Упражнение 1. Вывести уравнения (13.2.2).

13.3. Устойчивость

Исследуем сначала полученные формулы на случае
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Если в качестве точки плоскости 
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Рассмотрим, что случится с решением 
[image: image1465.wmf]0
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, если допустить в 
[image: image1466.wmf]0

y

 небольшую ошибку 
[image: image1467.wmf]e

 (допустим в результате округления). Если вычислить таблицу 13.3.1, то видно, что ошибка все время возрастает.

Таблица 13.3.1
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В качестве другого примера выберем 
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и получается таблица 13.3.2. Теперь ошибка раскачивается и также растет.

Таблица 13.3.2
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Эти два примера показывают, что это явление надо исследовать подробнее; ясно что некоторые точки 
[image: image1489.wmf](
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 очень плохо выбраны.


Общая формула (13.2.1), которая исследуется, является линейным разностным уравнением с постоянными коэффициентами. Так как значения 
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 есть значения подынтегральной функции, которые вычисляются независимо от значений 
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, то рассмотрим разностное уравнение в виде
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Прежде всего, решим однородное уравнение
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Для этого положим 
[image: image1494.wmf]n
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 и получим характеристическое уравнение
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или
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Пусть 
[image: image1497.wmf]1
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 и 
[image: image1498.wmf]2
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 – нули квадратичного множителя. Решение (13.3.4) при условии, что никакие два корня не совпадают, есть
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Когда два корня равны, как это случилось в двух верхних примерах, формулу (13.3.6) надо изменить. Если каждый из двух корней в (13.3.6) по модулю больше единицы, то решение будет расти подобно геометрической прогрессии по мере того, как 
[image: image1500.wmf]n

 увеличивается (при условии, что соответствующие коэффициенты не нули).


Поэтому исследуем в плоскости 
[image: image1501.wmf](
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 область, для которой 
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. Самый легкий путь – определить границы этой области.


Сначала исследуем границу, вдоль которой корень становится равным 
[image: image1503.wmf]1

. Для этого положим 
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 в квадратическом множителе. Это определяет прямую
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Далее, исследуем, где 
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; положим в квадратичном множителе 
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. Это определит прямую
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Теперь исследуем, где корни становятся комплексными. Граничная кривая определяется уравнением
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или
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Внутри параболы корни комплексные, взаимно сопряженные и оба имеют модули
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Таким образом, область, в которой 
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, ограничена прямой
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которая как раз пересекает параболу (13.3.9) там, где она касается прямых (13.3.7) и (13.3.8). Эти три прямые образуют треугольник, внутри которого и должны лежать характеристические корни, чтобы метод интегрирования имел ошибку, которая не растет как геометрическая прогрессия. Вне этой области некоторые 
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. Здесь видно, что два примера соответствуют точкам, которые лежат на краю области и дают двойные корни в характеристическом уравнении, а тройной корень в свою очередь приводит к линейному росту. Когда 
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, мы говорим, что метод устойчивый; когда 
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 – что он условно устойчивый (лишь для простых корней).


Упражнение 1. Рассмотреть пример 
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 и показать, используя уравнение (13.3.6), что вычисленная таблица совпадает с теоретической.


Упражнение 2. То же самое для 
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Упражнение 3. Рассмотреть случай 
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. Показать, что в соответствии с теорией, ошибка растет в геометрической прогрессии.

Упражнение 4. Рассмотреть поведение ошибки при пересечении каждой из трех граничных линий области устойчивости.

13.4. Шум округления

Значения 
[image: image1524.wmf]n
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, которые мы вычисляем, будут иметь некоторый уровень шума округления 
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. На первый взгляд кажется, что коэффициент усиления шума округления равен
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Однако, так как значение 
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 вычисляется из значений 
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 связан (коррелирован) с шумом в 
[image: image1532.wmf]n

y

, 
[image: image1533.wmf]1

-

n

y

, 
[image: image1534.wmf]2

-

n

y

, поэтому следует отнестись к вопросу более внимательно.


Рассмотрим решение уравнения
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которое есть тождественный нуль; предположим, что возникла маленькая ошибка округления. Решение (13.3.6) есть

	
[image: image1536.wmf](

)

(

)

3

2

2

1

1

C

C

C

y

n

n

n

+

+

=

r

r

.                        (13.4.1)



Если метод устойчив и 
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Вычислив 
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 из начальных данных
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имеем
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Решая систему относительно 
[image: image1545.wmf]3
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, получаем
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Используя квадратичный множитель в (13.3.5) находим
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Следовательно,
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где 
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Таким образом, чтобы ошибка округления 
[image: image1551.wmf]e

 не росла, надо чтобы
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и чем меньше, тем лучше. Так как обычно приходится иметь дело с положительным выражением 
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 не росла, состоит в том, чтобы точка 
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(13.4.3)



Упражнение 1. Теория округления, приводящая к уравнению (13.4.3), была развита для единственной ошибки. Однако каждый шаг будет порождать некоторую ошибку. Как изменить аргументацию применительно к этому случаю.

13.5. Пример интеграла свертки, иллюстрирующий идею устойчивости

Колебания с геометрическим ростом амплитуды являются типичными для неполадок с устойчивостью. Следующий пример показывает, как различные идеи могут применяться в конкретных случаях.
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или эквивалентное
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причем 
[image: image1564.wmf](
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Был выбран и испытан метод вычислений, результаты расчетов которого дали колебания с растущей амплитудой. Период колебаний был фиксированным, а рост амплитуды – более или менее геометрическим, отсюда было сделано предположение, что это – следствие неустойчивости. Исследование процесса вычисления проводилось для 
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После некоторого изучения была принята следующая новая схема вычисления. Мы положили
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Таким образом, 
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так как данные не оправдывали сколько-нибудь более сложного метода.


Теперь из (13.5.2) получается
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В каждом из интегралов в сумме можно сделать аппроксимацию 
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где 
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Решая это уравнение относительно 
[image: image1582.wmf](
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Это дает метод для последовательного вычисления каждого значения 
[image: image1584.wmf](
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Причина того, что уравнения (13.5.3) и (13.5.4) оказались удачными, а некоторые другие способы аппроксимации – нет, кроется в том, что ошибка в вычислении 
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так как 
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. Применим теорему о среднем значении к числителю и к знаменателю отдельно:
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где 
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 умножается на число, меньшее единицы. Таким образом, ошибка колеблется и быстро исчезает.


Так как функции 
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 и 
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 входили в уравнение симметрично (ср. (13.5.1) и (13.5.2), то в качестве проверки исходная функция 
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 была вычислена тем же методом из полученной функции 
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Из этого примера видно, что неустойчивость можно исследовать и без характеристического уравнения (ср. 13.3.5)). Однако общая идея обратной связи все же используется. Предыдущее исследование охватило лишь обратную связь от одного члена. На практике обычно бывает необходимо сделать некоторое исследование, чтобы убедиться, что дополнительная обратная связь от других членов не вызывает неустойчивости.
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� Нельзя путать с � EMBED Equation.3  ���, которое является значением � EMBED Equation.3 ��� при � EMBED Equation.3  ���.


� Многочлены � EMBED Equation.3  ��� не следует путать с линейным оператором � EMBED Equation.3 ��� в равенстве (7.2.1).


� Используются также и другие обозначения, например � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


� � EMBED Equation.3 ��� противоречит системе уравнений.


� Знак плюс дал бы лишь одну узловую точку.


� Моменты � EMBED Equation.3 ��� не обязаны быть рациональными и может возникнуть вопрос о том, уничтожаются или нет все члены в выражении � EMBED Equation.3 ��� через моменты, но на практике это обычно не причиняет беспокойства.


� Это выражение называют формой Лагранжа ля остаточного члена или все выражение называется расширенной теоремой о среднем.


� Описана Ф.Б. Хильдебрандом и Л. Копалом.


� Здесь используется � EMBED Equation.3 ��� узловая точка.


� На самом деле вычисляется � EMBED Equation.3 ��� и только в конце счета, когда впечатываем � EMBED Equation.3 ��� умножаем на � EMBED Equation.3 ���. Поэтому, при том же количестве вычислений мы избегаем накопления ошибок округления. 
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